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前 


这 本 书 是 在 为 大 学 高 年 级 学 生 开设 《代数 拓扑 》 选 修 课 的 基础 
上 ,对 讲稿 进行 精心 加 工 、 整 理 而 成 的 。 它 含 盖 了 同 伦 .同调 与 上 
同调 理论 的 基本 内 容 , 对 于 有 意 进 入 拓扑 学 、 微 分 几何 、Lie 群 论 
与 同调 代数 领域 进行 研究 者 ,这 些 内 容 是 必须 的 ,而 对 其 他 读者 ， 
这 本 书 的 肉 容 也 将 为 代数 、 实 、 复 分 析 提 供 一 个 直观 的 几何 背景 。 
所 以 , 它 不 但 适合 大 学 数学 专业 高 年 级 学 生 作为 选修 课 教材 ,也 是 
数学 各 专业 研究 生理 想 的 代数 拓扑 参考 书 。 

考虑 到 大 学 高 年 级 学 生 选 修 课 的 需要 ,本 书 以 一 般 拓 扑 学 复 
习 , 作 为 开头 一 章 ( 研 究 生 阅读 ,可 以 跳 过 它 )。 第 1.2 两 章 是 关于 
单纯 同调 论 的 基本 内 容 , 主 要 介绍 复 形 .单纯 映射 和 单纯 同调 群 等 
理论 ,它们 将 为 第 6 章 奇 异同 调 论 的 学 习 , 作 适当 “热身 ”, 并 为 学 
习 第 3 章 曲面 的 拓扑 分 类 ,打下 一 定 的 基础 。 由 于 整个 同 伦 论 相 
对 艰深 , 且 照 顾 到 各 研究 方向 之 需要 ,第 4.5 两 章 , 仅 介绍 了 基本 
群 和 覆盖 空间 等 一 些 最 基本 的 同 伦 论 知识 , 欲 对 其 作 深 入 了 解 者 ， 
可 参看 其 他 的 同 伦 论 专门 书 。 作 为 同调 论 的 进一步 延伸 ,在 第 6 
章 ,我 们 以 较 大 篇 幅 为 深究 同调 论 的 读者 ,提供 了 奇异 同调 论 的 基 
本 内 容 。 本 章 内 容 虽 能 独立 成 篇 ,但 若 在 学 习 过 程 中 ,多 与 单纯 同 
调 论 联系 和 比较 ,将 会 收 到 更 好 的 学 习 效 果 。 上 同调 由 于 在 形式 
上 看 似 同 调 的 对 偶 , 它 早期 并 未 受到 拓扑 学 家 的 重视 。 但 因 其 有 
比 同 调 更 丰富 的 代数 结构 ,现在 已 变 得 在 理论 上 是 重要 的 ,而 且 在 
实践 中 也 是 有 用 的 。 最 后 一 章 我 们 将 把 上 同调 论 的 一 个 概要 呈献 
给 读者 ,希望 为 有 意 继续 深入 学 习 、 钻 研 上 同调 论 的 同志 ,提供 一 
些 方便 。 

对 每 一 本 书 来 说 ,习题 的 作用 是 不 容 忽视 的 。 为 照顾 到 各 专 
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业 方 向 读者 的 需求 ,本 书 每 节 后 的 习题 ,作者 都 力求 让 它们 形成 一 
个 梯度 。 首 先是 “基本 题 ”, 主 要 用 以 帮助 读者 加 深 理解 正文 内 容 ， 
熟练 解决 问题 的 基本 方法 ;其 次 是 “伏笔 题 ”, 一 方面 为 以 后 的 定理 
或 习题 提供 依据 , 另 一 方面 是 对 某 些 知识 的 研习 ,先进 行 一 定 的 训 
练 ,以 便 对 以 后 问题 的 提出 及 论证 ,能 更 容易 理解 和 接受 ;最 后 是 
“加 深 题 ”, 为 的 是 在 不 影响 篇 幅 的 情况 下 ,通过 将 一 些 定理 及 其 证 
BH ,有 机 地 编 为 习题 ,来 拓宽 和 加 深 读者 对 相关 知识 的 理解 和 党 
握 。 读 者 在 独立 完成 一 定数 量 的 习题 之 后 ,不 论 是 对 正文 的 理解 ， 
还 是 对 有 关 问 题 的 看 法 ,都 会 有 “ 另 有 天 地 ”之 感 。 

本 书 所 包含 的 内 容 , 可 以 说 是 代数 拓扑 学 最 基本 的 知识 , 绝 大 
部 分 在 国内 同类 著作 中 都 可 找到 ,如 果 说 作者 作 了 点 什么 工作 的 
话 , 也 仅仅 是 在 取材 与 表述 方面 。 这 里 有 一 点 需要 特别 提 及 的 是 ， 
书 的 前 6 章 建立 在 作者 早 几 年 所 编 讲 义 的 基础 之 上 ,但 后 2 章 多 
处 参考 了 作者 在 北京 大 学 病 从 姜 伯 驹 院士 研究 拓扑 学 时 ,所 记录 
的 他 为 研究 生 开设 的 《同调 论 ) 课 堂 笔记 ,其 中 不 乏 有 他 对 菜 些 经 
典 问题 的 巧妙 处 理 方法 。 另 外 ,作者 能 有 幸 走 上 代数 拓扑 研究 之 
路 ,也 得 益 于 姜 老 师 的 廊 谅 教诲 ,在 此 ,说 表 示 囊 心 感谢 ! 


编著 者 
2004 年 12 月 
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第 0 章 一 般 拓扑 学 复习 


一 般 拓扑 学 又 称 点 集 拓扑 学 ,尽管 其 研究 的 是 Euclid 空间 或 
拓扑 空间 中 一 般 点 集 的 拓扑 性 质 , 但 其 有 关内 容 仍 不 失 为 代数 拓 
扑 学 的 必 备 基础 . 为 不 冲淡 主题 ,本 章 只 打算 对 一 般 拓扑 学 的 有 关 
重点 理论 , 作 一 简要 复习 和 回顾 ,以 后 各 章 所 需要 的 一 般 拓扑 学 的 
其 它 知识 ,读者 可 查阅 参考 文献 [5] 或 [6]. 


0.1 拓扑 空间 


0.1.1 定 义 设 X 为 一 非 空 集合 , 且 设 % E X J f EE, 
FWE: 

(Q c %,X € %; 

(2) UREZ RARE UH; 

(3)% 的 任意 多 个 成 员 的 并 亦 在 % rh. 

METRE 色 为 的 拓扑 . 集 关 与 勾 一 起 称 为 拓扑 空间 , 且 
用 (X,% 表 示 , 还 常 简 记 为 工 或 和 ,成 员 LUE4 称 为 工 的 开 集 ,X 
的 元 素 称 为 工 的 点 . 

注意 条 件 (1) 蕴 含 着 % 的 有 限 个 成 员 之 交 仍 在 Ut. 着 p(X) 
表示 X 的 所 有 子 集 之 集 , 则 X 的 拓扑 乃 是 满足 上 述 条 件 (1) 一 (3) 
的 WCg(X) 的 一 个 选择 ,不 同 的 选择 给 出 XX 的 不 同 拓扑 . 

有 很 多 拓扑 空间 的 例子 是 重要 的 . 考 虚 满 足 拓扑 空间 条 件 的 
X 的 可 能 子 集 簇 的 极端 情形 ,我 们 给 出 下 面 两 个 例子 :第 一 个 例 
TES 和 V 一 10,X), 这 显然 给 出 了 关于 任意 集 义 的 一 个 拓扑 , 称 
为 X 的 平庸 拓扑 . 另 一 极端 情形 是 令 为 XX 的 所 有 子 集 之 集 9% 
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K ,这 也 给 出 了 X 的 个 拓扑 , 称 为 X 的 离散 拓扑 . 

关于 X 的 拓扑 的 一 个 有 趣 例 子 是 著名 的 有 限 余 拓 扑 , 这 里 U 
由 ,XX 以 及 X 的 具有 有 限 余 的 子 集 组 成 . 首先 , 若 X 本 身 是 有 
限 集 ,这 正 是 X 的 离散 拓扑 : 若 X 为 无 限 集 , 我 们 需 验 证 子 集 族 U 
满足 关于 拓扑 的 三 个 条 件 . 第 一 条 自然 满足 ;关于 第 二 条 ,假设 
U, U: € %,WJ XU, , XXU, 为 有 限 集 ,这 样 (X\U1)UCX\U,) 有 
限 , 即 XU, NUDAR, AW U, YU, € 4% 关 于 第 三 条 ,只 需 利 用 


公式 XN( Yu, = (| CXNU, Bl a] iE. 


0.1.2 定义 拓扑 空间 X 的 子 集 C 称 为 闭 集 , 当 且 仅 当 
X\C 为 开 集 . 利用 集合 论 中 并 和 交 的 余 的 结果 易 证 下 面 的 结论 : 


0.1.3 定 理 (10,X 为 闭 集 ; 

(2) 任 二 闭 集 之 并 仍 为 闭 集 ; 

(3) 任 意 多 个 闭 集 的 交 仍 是 闭 集 . 

注 ” 闭 集 的 概念 也 可 用 来 定义 拓扑 空间 . 

对 于 拓扑 空间 X 的 任意 子 集 Y ,我们 可 以 考虑 包含 Y 的 最 小 
闭 集 , 该 集 用 了 表示 , 且 称 其 为 Y 的 闭 包 , 记 成 


y= QF, 
其 中 {F JEDER Y Br Bl k 2 88. 在 了 中 而 不 在 Y 中 的 
点 称 作 Y 的 极限 点 . 可 以 证 明 


0.1.4 引 理 zxEYe3 对 包含 工 的 任意 开 集 U,UNY 关 0O. 

事实 上 , 设 xE7Y, 且 假设 3 一 包含 x 的 开 集 U, 使 UN 站 Y=， 
从 而 X\U 为 闭 集 且 YCX\U, 所 以 了 CX\U, 这 显然 是 一 个 矛盾 . 
反之 ,假设 EY, 从 而 z€ XNY, 但 X\Y 了 为 开 集 , 且 (X\Y) 败 了 = 
乡 , 矛 盾 . 

例如 ,车 考虑 具有 通常 拓扑 的 R, 则 集 (a,6),[La,b), Cab], 


La,5bj 的 闭 包 都 是 La,5]. 


0.1.5 定义 设 X 为 拓扑 空间 , 若 zENCX, 则 N 称 为 zx 的 
邻 域 , 当 且 仅 当 一 开 集 U, 满 足 xEUCN. 持 别 地 , 开 集 自身 是 
它 的 每 一 点 的 邻 域 . 更 一 般 地 , 集 A(A 关 人 ) 是 它 的 内 部 的 每 一 点 
的 邻 域 . 


习 题 


1. 设 X= {r yz ,试问 X 的 下 列子 集 簇 是 不 是 拓扑 ? 若 不 
是 ,请 添加 最 少 的 子 集 ,使 其 成 为 拓扑 . 

(1) {X Ø, {x}, {ysz}}; 

2) {X Ø, {ry} (x, 2)}s 

(3) (X,@,(z,y),ly,z),lz,z)). 

2. 设 是 关上 的 拓扑 ,A E X 的 子 集 , 定 义 

%=(AUU|Ue % UIO) 

求证 W JRE X 上 的 拓扑 . 


3. 设 A 是 函数 ysin 二 r€ (0,1) 的 图 像 , 求 甩 =? 


4. W ACX H ,i=1,2, en, H UA =x, RE BC X 是 闭 
Beso xi V i=1,2,.…,n,BNA, ÆA, 的 闭 集 . 


0.2 连续 映射 


0.2.1 定义 ”两 个 拓扑 空间 之 间 的 一 映射 /: X—Y 称 为 连 
续 的 , 若 对 Y 的 每 一 开 集 V, 逆 像 f 1 (V)2 X 的 开 集 . 
连续 映射 最 常见 的 例子 是 恒 等 映 射 [x : X 一 和 常 值 映射 
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c : XY, 即 X 的 和 任 一 点 对 应 于 Y 的 某 固定 点 . 

如 果 我 们 让 空间 X 带 有 离散 拓扑 , 则 从 X 到 任意 拓扑 空间 Y 
的 任 一 映射 f : X 一 Y 都 是 连续 的 . 再 者 ,如 果 让 Y 带 有 平庸 拓 
扑 , 则 易 看 出 ,从 任 一 拓扑 空间 X 到 YY 的 任 一 映射 f : X—Y 也 是 
连续 的 . 

不 连续 映射 的 例子 也 是 有 的 . 例如 , 设 X= (R,3D , E rh w= 
(@U(R)U(C—co,z); z€ Ri, f XX H f x)=x 确定 ， 
则 映射 /是 不 连续 的 ,因为 f 1 ((—co,y2))= Oyy ERT 
U, 


0.2.2 定理 ”映射 f: X 一 Y 连续 传 对 Y 的 每 一 闭 集 CC， 
f ORX 的 闭 集 . 
证 明 假设 f 连续 ,车 C 为 闭 集 , 则 Y\C 为 开 集 , 从 而 
广 !CYNAC) 为 开 集 ,但 广 :(YNC) =XNF(CC) ,从 而 广 !CC) 是 闭 
的 . 反之 ,假设 U 是 Y 的 开 集 ,从 而 Y\U 是 闭 的 ,所 以 广 CYNU) 
=X\ 广 :(U) 是 闭 的 , 即 广 :CD 是 开 的 ,所 以 了 连续 . E 
映 开 集 为 开 集 的 映射 称 为 开 上 映射. 开 映 射 未 必 是 连续 的 . 如 设 
Y 由 两 点 组 成 且 具 有 离散 拓扑 ,而 X 是 具有 通常 拓扑 的 实 直 线 ， 
映射 f: XY 
_ ja = => 0 
F = e <o 
是 一 开 映射 ,但 不 连续 ,因为 广 :(a) 不 是 X 的 开 集 . 可 以 证 明 : 从 
任 一 拓扑 空间 到 离散 拓扑 空间 的 任 一 映射 肯定 是 开 的 . 
映 闭 集 为 闭 集 的 映射 称 为 闭 映 射 . 闭 映射 也 未 必 是 连续 的 . 事 
实 上 ,上 述 开 但 不 是 连续 映射 的 例子 也 是 闭 而 不 连续 的 例子 . — 
地 ,一 连续 映射 可 以 是 : 
(1) 即 不 开 也 不 闭 ; 
(2) 开 但 不 闭 ; 
(3) 闭 但 不 开 ; 


(4) 既 开 又 闭 . 

例如 我 们 要 验证 (1) ,只 需 令 X 是 具有 离散 拓扑 的 集 A ,7 是 
具有 平庸 拓扑 的 集 4, 且 f: A 一 A 为 恒 等 映 射 . 关于 (2) ,可 考虑 
X={a b) 具有 离散 拓扑 ,而 Y=(a b) RAMU =Ø, {a}, la, 
bm / XY 为 常 值 映射 :f(x) 二 a,xE X,WJ f ERME 
续 的 ,但 不 闭 . 关于 (3), 令 X 二 {a,6) 具 有 离散 拓扑 ,而 Y= 二 R 具有 
通常 拓扑 , 则 映射 f: XY, fa), fI 是 连续 的 和 闭 的 ， 
但 不 开 . 最 后 关于 (4) ,我 们 可 令 X=Y 为 任意 拓扑 空间 ,而 /: x 
>Y 为 恒 等 映射 . 


0.2.3 定理 R X,Y,Z 为 拓扑 空间 , 若 f: X>Y,g : Y— Z 
均 为 连续 映射 , 则 复合 上 映射 h 二 gf : X 一 Z 也 是 连续 的 . 

证 明 U 为 Z 的 开 集 , 则 g (CD) 为 了 的 开 集 ,从 而 
f '(g UDA X 的 开 集 ,但 (gf !(U)= f (g 1(U)). C 


0.224 定义 设 XY 为 拓扑 空间 ,我们 称 X 和 了 是 同 胚 的 ， 
如 果 卫 互 道 的 连续 映射 上: X 一 Y,g :YY 一 X( 即 fg= lr, H gf= 
IO WZA XZY, f 和 gg 均 称 为 X 和 工 间 的 同 胚 映 射 . 

一 个 等 价 定义 可 要 求 映 射 y: XY 是 (1) 双 射 ,(2) 连 续 ， 
(3) 道 广 ! 亦 连续 . 这 样 X 和 YY 间 的 一 个 同 胚 映射 是 X 和 YY 的 点 
和 开 集 间 的 一 个 双 射 . 


习 题 


1. 设 f: X—Y 为 映射 ,证 明 下 列 条 件 等 价 ， 
(1) 了 连续 ; 

(2) 对 VACX,ACA)ICFCA); 

(3) X YBCY, f Bcf B). 

2, RUE F IE a] E HABIB] EE PJ : 


(1) X, =R°N0; 

(2) X= {lr y DER; x ty =1); 

(3) Xs: 一 单 叶 双 曲 面 . 

3， 设 f:X—Y 为 一 一 对 应 ,求证 f 是 开 映 射 今 f EARNS 
三 :连续 . 

4. 设 (X,q) 为 度量 空间 ,ACX 非 空 且 闭 ,定义 函数 f: X—R, 
f(x) 二 d(x;,A)==in{f(d(x,a); aE A} ,求证 f 连续 , 且 

f(x) = 0Or € A. 
5. 求证 SMa) S&R". 


0.3 诱导 拓扑 


设 S 为 拓扑 空间 X 的 非 空 子 集 ,我 们 可 以 从 X 的 拓扑 得 到 S 
的 拓扑 . 


0.3.1 定 义 由 X 的 拓扑 诱导 出 S 上 的 拓扑 是 指 形 如 让 S 
的 集 复 ,其 中 吉 是 X 中 的 开 集 , 

另外 ,如 果 色 是 X 中 的 开 集 簇 , 则 =(UnSiIUE 只 是 $S 上 
的 开 集 簇 , 为 证 明 q 给 出 S 上 的 拓扑 ,我 们 须 验 证 关于 拓扑 的 三 
个 条 件 , 因为 0 二 6 门 S,S 一 SMX, 于 是 我 们 立即 有 第 一 条 ;关于 
ATR. SUNSU NSE w HZR WATU NAON 
U NSND= U 1 U, SC 和 ;最 后 ,车 {U, 门 S;j€ RIK B Us 
PREET, N 

U, n S = (UU) N SE W. 

诱导 拓扑 有 时 称 为 相对 拓扑 . 如 果 X 的 子 集 S 上 有 诱导 拓 
扑 , 则 说 S 为 X 的 子 空间 . 

例如 ,如 果 我 们 取 RC( 具 有 通常 拓扑 ) 的 子 集 [a,5j, 且 给 它 以 
相对 拓扑 , 则 集 
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Lasc) a < c< b; (d,b] a< d-<b; (ds) a< c,d < b 
都 是 La ,2 的 开 集 .注意 ,U Elab ]rh TE AA SIIK3S U 在 R 中 开 . 
另 一 例子 ,我们 给 出 R' 中 的 单位 圆 S' ,其 拓扑 由 R° 中 的 通 
常 拓扑 诱导 出 米 . S 的 开 集 便 是 “和 开 弧 ”( 即 无 端点 的 弧 ) 的 并 .更 
一 般 地 ,我 们 有 维 单位 球面 S” 
S = {z € R; Je — 1), 


其 拓扑 由 屎 ”上 的 通常 拓扑 诱导 出 来 . 

在 R"! 中 ,我 们 可 考虑 由 za+1 二 0 决定 的 子 集 S, 如 果 给 S 以 
诱导 拓扑 , 则 S 同 胚 于 R", 其 证 明 留 作 练 习 . 

研究 R°: 的 子 空间 及 寻求 它 与 另 一 空间 的 同 胚 是 有 趣 的 . 例如 
E RCR 中 ,区 间 [La,65j] 与 [c,qj 是 同 胚 的 . 同 胚 映射 了 为 


n. Ta 
fad = c+ (d— c) Pp 


不 难 求 出 HARER SAS REER. 直观 上 ,我 们 可 拉 
伸 或 压缩 一 区 间 成 为 另 一 区 间 . 

另 一 个 例子 我 们 来 研究 一 圆 和 一 正方 形 之 边界 ,如 图 0. 3.1 
所 示 ,将 S 中 从 z, 到 ,11 的 一 段 弧 映 成 为 正方 形 中 从 y, 到 ya 
的 一 边 的 映射 定义 了 一 个 从 圆 到 正方 形 之 边界 的 同 胚 . 


y: 
Jı 2 


Xa Y4 Y3 


图 0.3.1 


HX, mW ye ty ShM, H í((z,yyiz=+1,]yl]<1 
或 |x+| 志 1,y 二 土 1) 是 正方 形 之 边界 , 则 显然 同 胚 是 : 


圆 一 正方 形 之 边界 正方 形 之 边界 一 贺 

(z,y) >=>(z/m,y/m) (z,y)—(z/r,y/r) 
其 中 m= 二 max{|zx|,1y|},r=Vz +y. 

直观 上 ,我 们 可 以 扭曲 圆 成 正方 形 之 边界 . 一 般 地 ,如 果 我 们 
有 R° (或 R?) 的 两 个 子 空间 , 若 能 直观 扭转 、 弯 曲 、 拉 伸 或 压缩 一 个 
而 成 为 另 一 个 ,而 且 在 变形 过 程 中 ,不 能 有 点 迭 在 一 起 ,也 没有 任 
何 斯 剪 , 则 它们 仍 是 同 胚 的 . 比如 ,一 个 炸 面团 (形状 带 有 一 个 洞 ) 
同 胚 于 一 个 茶杯 (有 一 个 把 ) ,如 图 0. 3. 2. 


图 0. 3.2 

WR h : XS Y 是 -个 同 胚 , 则 对 任 一 点 z€ X, E| XN (z; 
和 YNA{ACz)} 也 是 同 胚 的 . 这 给 我 们 提供 了 一 种 证 明 空 间 不 同 胚 的 
方法 . 例如 :R 的 子 空间 [0,1j 和 (0,1) 不 同 胚 . 因为 如 果 我 们 从 
[0,1] 中 挖 去 一 点 0, 则 得 到 (0,1], 直观 上 , 它 仍 是 一 段 ,而 若 从 
(0,1) 中 挖 去 一 点 , 则 便 ( 直 观 上 ) 得 到 两 段 , 更 恰当 的 说 , 它 是 二 非 
空 开 子 集 的 不 交 并 ,而 (直观 上 ) 一 段 不 能 同 胚 于 两 段 (这 相当 于 切 
市 ,切割 是 不 连续 的 ). 从 而 L0,1j 不 能 同 胚 于 C0,1). 

上 面 的 说 法 可 推广 到 挖 去 两 点 或 更 多 有 限 点 的 情形 ,读者 可 


利用 上 述说 法 完成 下 面 的 练习 : 
在 图 0. 3. 3 中 , 选 出 构成 R' (或 R?) 的 同 胚 子 空间 的 各 集 ; 


ABCDEFGHIJKLMNOPQRS 
TUVWXYZ 1234567890 


LI Lo OO 
CATA 
< 8 十 Oo- 和 


图 0. 3. 3 


0.3.2 引 理 (12 S # X 中 是 开 的 , 则 S 中 关于 诱导 拓扑 
的 开 集 也 是 X 的 开 集 ; 

(2) 若 S 在 X 中 是 闭 的 , 则 S 中 关于 诱导 拓扑 的 闭 集 也 是 XX 
HAR. 

证 明 由 于 (1) 和 (2) 的 证 明 完 全 相同 ,我 们 仅 证 (1). 假设 S 
EX bú) ri, BZ U K. S 中 的 开 集 , 则 U=SNV, 其 中 V 为 X 
的 开 集 ,但 因 S 在 X 中 开 , 所 以 U=SfV # X PR. = 


5J 题 


1. 设 X 是 拓扑 空间 ,BCACX, 而 Bs ,IntaB 分 别 为 B 在 A 
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中 的 闭 包 和 内 部 ,求证 

a) B =ANMB; 

(2) IntaB = A\ (A\D); 

(3) # A EX 中 开 , 则 Int,B =IntB. 

2. 设 ACX 是 X 的 子 空 间 , 求 证 含 人 

i:ŁA>X 

连续 . 

3. HEB; Z : X—Y 连续 全 和 让: X— f( X) E £. 

4. ERE S: XoY 为 同 胚 , 则 对 子 空间 ACX, flA: A> 
F(A) IKA RE. 

5. 设 Q 为 全 体 有 理 数 集 并 带 有 通常 拓扑 ,求证 ;车 X 为 只 有 
可 数 个 点 的 拓扑 空间 , 则 3 在 上 的 连续 映射 f : Q— X. 


0.4 É A 扑 


0.4.1 定 义 设 f:X>Y 是 从 拓扑 空间 XX 到 集合 Y 上 的 一 

个 满 射 , 则 Y 上 相对 于 了 的 商 拓 扑 定 义 为 
VY: 一 (U C Y, f U) EX PR). 

容易 验证 ,满足 关于 拓扑 的 条 件 :显然 DE 入,YE U: 5 PF — 
条 件 易 从 事实 广 :UnUs) = 广 :Un UDA Yu» 
=U U H. 

注意 ,我 们 给 Y 以 商 拓扑 之 后 , 则 映射 f: X—Y 是 连续 的 . 

商 拓 扑 的 一 个 有 趣 的 例子 是 令 S" 中 的 对 径 点 对 之 集 
P"” :一 ((z, 一 z)3zES) ,显然 存在 一 满 射 z : St— P" rz) 一 
(z, —z),# P" 相对 于 映射 x 的 商 拓扑 称 为 x 维 实 射 影 空间 . 

第 二 个 例子 我 们 考虑 空间 C= {lr ys) € Ri; tyl, 
[|z| 委 1} 具 有 诱导 拓扑 (C 是 圆柱 面 ). 设 M 是 C 中 对 径 点 之 集 , 即 
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M = (pb, — pip € O) 
由 于 存在 从 C 到 M 的 自然 满 射 ,我 们 可 给 M 以 商 拓扑 , 称 其 为 
Möbius. 


0.4.2 定理 设 f; X—Y 是 一 映射 , 且 假 设 Y 具 有 相对 于 X 
的 商 拓扑 , 则 从 Y 到 拓扑 空间 Z 的 映射 g : Y— Z 是 连续 的 , 当 且 
RX gf : XZ 是 连续 的 . 

证 明 映射 f : XY 是 连续 的 , 且 若 g 连续 , 则 复合 映射 gf 
连续 .反之 , 若 gf 连续 , 则 (gf 了)  (V)= f ! (g 1(V))E X R 
集 (V 为 Z 的 开 集 ), 由 YY 中 商 拓 扑 的 定义 ,g-'(V) 是 Y 的 开 集 ， 
从 而 g 连续 . m 

如 果 我 们 考虑 某 一 等 价 关 系 的 等 价 类 ,也 能 得 到 满 射 , 即 若 X 
为 拓扑 空间 , 且 一 是 和 上 的 一 等 价 关 系 , 令 X/ 一 表示 等 价 类 之 
f. H EX f: X>X/ ~, fo) lr] aE r 的 等 价 类 . X/ 一 具 
有 的 商 拓扑 常常 说 成 是 从 X 利用 拓扑 同化 得 到 的 ,而 上 称 为 商 映 
射 . 例如 , 若 一 是 S” 上 的 一 等 价 关 系 :z 一 y6z 一 土 y, 则 S"/ 一 即 
为 P" ;同样 , 柱 面 C 上 的 类 似 等 价 关 系 也 给 出 C/~, 即 为 M6bius 
H. 

如 果 我 们 赋予 R 中 单位 正方 形 

X= ((z,y); 0 << ry < 1) 
以 诱导 拓扑 , 且 定 义 X 上 的 等 价 关系 一 : 
(zy) ~ Cry Sla, y) = (x,y ) 
或 {xz} = (0,1) By = y, 
则 具有 商 拓扑 的 X/ 一 同 胚 于 圆柱 面 . 
按 类 似 的 步 又 我 们 还 可 建立 Möbius 带 , 此 时 X 上 的 等 价 关 
系 是 
(z,y) ~ (Z ylar y) = Cr, y) 
或 (z,z') = (0,11) B y = 1— y 
则 X/~ EEF Mobius #. 
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注 上 面 二 例 直 观 上 可 看 成 将 正方 形 区 域 的 边界 按 图 0. 4. 1 
Ca)(b) 中 所 示 的 箭头 方向 粘 合 起 来 . 


I L 


(a) 柱 面 (b) Möbius 带 


图 0. 4. 1 

若 在 正方 形 X 上 分 别 给 出 等 价 关 系 

(1 —:(0,y)— (1,y),(2,0)— (rz,1) 

34 z,yZ0,1 时 , Cryo (Z, y rE ,y= y 

(2) —':(0,x)— (1,y),(z,0)— (1—zx,0) 

当 z,yZ20,1 B ,(z,y)— (x sy Sarr ,y= y 

wW X/~ RETAN, X/— AR T Klein fR. 

Ë BW E,X/— ,X/— 可 分 别 看 成 按 图 0. 4. 2(a)(b) rB 88 
头 所 示 的 方式 粘 合 正 方形 的 边界 而 成 的 图 形 . 


_ E 


(a) 环 面 (b) Klein Ý 


图 0. 4. 2 


12 


习 题 


1. iZ f : X—Y 为 到 上 的 映射 

(1) Q R=((zi,z,)€ X2; f(z,) = f(z+)) WEHR AX 中 的 
等 价 关 系 ; 

(2) 定义 了 :X/R->Y, 使 对 VEfr]EX/R, 了 ([z]) =f), R 
证 了 是 到 上 的 且 是 合理 的 ; 

(3) 求证 了 为 同 胚 SSY 的 拓扑 对 了 及 X 的 拓扑 而 言 是 商 拓 
F. 

2. 求证 :车 f : XY 为 到 上 连续 的 闭 映 射 , 则 YY 的 拓扑 为 商 
Hth. 

3. 证 明 : 将 单位 区 间 [0,1] 的 两 个 端点 “ 粘 合 ?起 来 ,所 得 到 的 
空间 同 胚 于 S. 

4. 车 将 Mobius 带 的 边界 粘 成 一 点 , 则 得 到 什么 空间 ? 

5. RYE D/S as". 

6. 若 定义 CX= XX I X> 1, yE CSTD". 


05 R 空间 


0.5.1 定 义 设 X 和 YY 是 拓扑 空间 ,拓扑 积 XxY 是 指 具 有 
拓扑 Uxxy 的 集合 ,其 中 Wri XY 开 集 积 的 并 集 之 徐 . 显然 


axxy 的 一 般 元 素 形 如 U, XV, ,其 中 J 为 某 一 指标 集 , 且 对 每 一 
i€J,U, 和 VV, 分别 为 X、Y 的 开 集 . xy 是 拓扑 不 难 验证 :OD 二 
XØE Wxry，XXYE xy, 从 而 第 一 个 条 件 满足 ; 若 W ,w' € 
xy > MI w=Uu, XV, W = UU, XV EB U,,U”, 38 X 的 
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开 集 ,V,,V'; 为 了 的 开 集 ,因为 
w n w' = | WT NU x (V, NV 
可 见 第 二 个 条 件 也 满足 , 第 三 个 条 件 自然 满足 . 
注 我 们 容易 将 和 和 Y 的 拓扑 积 的 概念 推广 到 有 限 个 拓扑 
空间 的 拓扑 积 的 情形 . 
下 面 的 定理 描述 了 XXY 上 的 拓扑 的 特征 . 


0.5.2 定理 ” 设 久 XY 是 二 拓扑 空间 的 积 , 集 WCXXY 是 开 
的 , 当 且 仅 当 对 任意 wEW, JUs Ve 分 别 为 X 和 Y 的 开 集 ,使 得 
wEU, XV, CW. 

证 明 假设 W 是 开 的 , 则 w=Uu, XV, ,其 中 了 为 指标 集 ， 
U,V, 分 别 为 X,Y 的 开 子 集 , 从 而 若 aC W , J| 3; € J , {E <o € U, 
XV, BÈZ, UU, xV, 是 XXY 的 开 集 , 且 显然 等 于 W. "= 

显然 存在 投射 xx : XXY>X 和 rr : XXY—Y,xx((z,y)) 
=r,ny (tsy) =y. 它们 称 为 积 投影 . 因为 xx U 一 品 XY， 
ny 1《V)= 二 对 XV ,从 而 xx ,xy 都 是 连续 的 . 


0.5.3 定理 ”对 任 一 yEY, 子 空间 XX (y) C X XY 同 胚 于 
X. 

WE RB 考虑 映射 三 : XX{y}>X, f(z=,y)= r, AEREN 
射 ,我 们 可 把 写成 含 人 XX{y) 一 XXY 和 投射 rx : XXY>X 
的 复合 , 且 因 二 者 连续 ,所 以 连续 .下 面 假设 W E X X (y) Bl Jr 
集 , 所 以 w= UU, xV ON Xx (y), E U,,V, 分别 为 X 和 
Y 的 开 集 ,我 们 可 将 W 写成 UU, x (y), 其 中 J = (j6€Jiy€ 
V,) ,这 样 f(W) 一 UU,, 它 是 X 中 的 开 集 ,从 而 fF 为 开 映 射 , 即 f 


为 一 同 吓 映射 . m 
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E f: A— X Ag: A—Y 是 拓扑 空间 间 的 映射 , 则 我 们 可 定 
XLE h: A—XXY,h(a)= (f(a),g(a)). BZR h E ffi zxh = f 
H xyh=g 的 唯一 映射 . 


0. 5.4 定理 Ü A.X 和 YY 为 拓扑 空间 , 则 对 任 一 对 映射 f : 
A->X,g: A 一 了, 映射 h: A~>XXY,h(a)= 二 (f(a),g(a)) 是 连续 
的 , 当 且 仅 当 f,g 连续 . 

证 明 若 户 连续 , 则 /一 xxh,g 二 xyh 也 连续 .反之 ,假设 f.g 
Mj AT UXV) = fa; fla) EU gea) EV =f UNE 
(V) ,但 因 710) 和 gg VRR, Ak UXVR. SRE X 
XY 的 开 集 WW, 若 xEW, 则 xEUXVCW, 其 中 UV 是 X、Y 中 
的 开 集 ,这 样 O !C ZC f OD lg (VC h W), DW h ' (W) 
是 开 集 , 即 hh 连续. = 


习 题 


1. & AC X, BCY ,求证 

(1) AXB=AXB; 

(2) Int(AX B) =IntA X IntB. 

2. 证 明 投 影 r: XXX >X, i=1,2 为 连续 开 映 射 . 

3. 证 明 X Jj Hausdorff X ASX X X 的 对 角 线 A= {(zx,x) 
€ XX X; <€ X) RBI T £. 

4. 求证 :三 : X>XXY,f(r)=(r,y)RK g: Y= XXY,g(y) 
= (zo , y) J H RAR. 

5. 求证 L0,1) [0,11 =[0o,1]x[0,1). 
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第 1 章 复 形 与 可 痢 空 间 


11 单 形 
S R" 表示 线性 的 n 维 欧 氏 空间 . 


1.1.1 定 义 BAE (asa sta, CR, ARRI aiaosa 
一 Qo，,"…,ag 一 ao REER, MRAR (ao ar s.a ER 中 是 几 
何 独立 的 . 

1.1.2 定义 ” 设 点 集 {ao ,a1,…,as) 在 R" 中 是 几何 独立 的 , 令 


at = {xz € R';z = Dha, sà > 0, >, = 1) 
Po 为 9 维 几何 单 形 ， 简称 q 维 单 形 , 记 作 


Cao sar sss dg), 

ao ,a1，"… a, 称 为 gq 维 单 形 c* 的 顶点 ,实数 4, 称 为 点 工 在 9 维 单 
Jo: 中 的 重心 坐标 . 

注 在 9 维 单 形 c* 上 ,我们 总 取 诱 导 拓 扑 . 

今 给 出 几 个 低 维 单 形 的 例子 (如 图 1. 1. 1) : 

(1)0 维 单 形 = 一 个 点 ; 

(2)1 维 单 形 三 闭 线段 ; 

(352 维 单 形 一 三 角形 (三 角形 区 域 ); 

(4)3 维 单 形 三 四 面体 . 


1.1.3 引 理 设 o = laosa t a) E q ERE ,# z€ o° , lJ 
r€ (a sâ PEIE 78: | 即 = FAMAS Jrz Ed st > x; ,使 
16 


T 一 le +z). 


2 

证 明 车 xz Ela。 ;Q1 oa) MR + 在 单 形 o* 中 的 重心 坐标 
° Uo ao a, 
Go 
a, 
a3 
a, 

ao a a; 

图 1.1.1 


Ào Mi , "°. À. 至 少 有 两 个 大 于 0, 令 A sÀ; > 盖 0, 取 s> 0, {E e< min 
{A +Ayo ) ,再 令 


X1 = z+ a, — Apo 
X2 = TT ga, 十 ean 


H|) rsr: €, H rı Ær: l| ao 一 co), 显 然 r= +z) 


反之 , 若 3 Tı + 2 Eo ,x = x; ,满足 r= + x), Z Xis T2 
Eor 中 的 重心 坐标 分 别 为 
A „Àl |... Àl 
Ao AL， sÀ; 


Ferch ta) DAEA , 即 工 在 o* 中 的 重心 坐标 为 


“G 2 “> 
1 1 2 1 1 2 1 1 2 
x Q +A), Qi 十 A1) ha + ÀA;). 
若 仅 及 QL 十 对 0, M at= GE )B+ QL 十 )2 ) 一 1 之 人 


十 和 一 2 一 人 =), 二 1 一 对 一 0 Gi) >a = a Ë Á n] fE , i 
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HTA 十 1 ) 至 少 有 一 非 0, 所 以 zz 不 为 顶点 , 即 


TE lasa saq). m= 


1.1.4 EJE 单 形 由 它 的 顶点 和 维 数 唯 一 决定 , 即 若 设 
0 = (aosa sta) 
5 
T? = (bosb stts bp?) 
分 别 为 g 维和 p 维 单 形 ,如 果 中 一己 , 则 
{aosa stt sag} = (bo sbi stt sbo} 
特别 地 q= p. 
证 明 由 引 理 1. 1. 3， 
laxa s a = (z€ di PAE zyzsEozi 天 zz 使 工 一 
Fata), 


‘bo sbi stbp} = (=€ 5; 不 存在 Tis T2 Erst Ér, Ë 并 一 
Lenta). 


Hio" 一 cz, 所 以 
{aosa st" sa} = {bo ,bs ,.b,) 9 
因为 {ao ?CQ1 ELET: 7 , (bo 0 ，,"… ,bs}) 均 为 互 不 相同 的 点 的 集会 , 故 q 
= b. m= 


1.1.5 定义 ” 设 o' 二 (ao,al,…,qs) 为 g 维 单 形 ,在 or 的 顶点 
集中 任 取 & 十 1 个 互 不 相同 的 点 a, sa osa, KLOT k ERE 
z = la, aa 3 a > 
称 为 q 维 单 形 c* mm. eE <. HtA BF, IS 3Kz' A 的 真 

Hi Ert <o. 


1.1.6 定义 设 点 集 {e。 ,el e CRe+ ,其 中 
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eo = (1,0,.… ,0) 
e = (0,1,0,*,0) 
e, = (0,0,*-,0,1) 
则 9 维 单 形 
ZN = (eo ,ei ,C9) 
称 为 标准 q 维 单 形 . EA 上 总 取 诱 导 拓 扑 . 
Ë BA 为 g 维 标准 单 形 , 则 


(1) iZ = 一 Dhe, € As = (e seist sea) M] xE A 中 的 重 


心 坐标 Ào sÀ1 s**t À, 恰 为 点 T 的 直角 坐标 ; 
(2) A ERU PHARA, AmE RAH. 


1.1.7 EJE 设 人 *=(eoye，…ey) 为 标准 q 维 单 形 ,o' = 
(aoya 40) 为 R" 中 的 gq ERE, MA 与 o? 在 保持 重心 坐标 不 
变 的 对 应 下 同 胚 ， 

证 明 XT >= Qo. A C R, S 


f(x) = Safe) = SlAa,, 
则 
f : Ren — R" 
是 线性 映射 ,从 而 是 连续 的 . 所 以 限制 映射 
e= fA': A' ~e 
也 连续 . 注意 到 会 * 中 点 的 重心 坐标 与 其 在 R””' 中 的 坐标 一 致 ,以 
及 重心 坐标 的 唯一 性 ,可 知 o 是 双 射 ( 单 、 满 的 ) ,所 以 连续 映射 


@ :人 A — o° 
作为 从 紧 空 间 人 * 到 Hausdorff 空间 c* WIID E E — E, ER 
持 点 的 重点 坐标 不 变 . B 
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1.1.8 推 论 任意 两 个 同 维 数 的 单 形 在 保持 重心 坐标 不 变 的 
X F EAE. 


2) 题 


1. 设 {ao ,a ，,…,a,} 在 欧 氏 空间 中 是 几何 独立 的 ,6b 是 欧 氏 空 
间 的 一 点 , 则 {ao sai a, sb) JLI I S Sb RHE laoai sett san AT 
张 成 的 超 平 面 上 . 

2. 设 c = 人 ao, a, n 维 单 形 ,b 是 欧 氏 空间 中 的 一 点 ,使 
得 对 Vx,z € "(rZ z), RBD br 只 交 于 5, 则 {ao，… sa, b) 
是 几何 独立 的 . 

3. REEF = lasta) RKE 中 的 点 正 是 从 a。 AIH a, 
* a, 张 成 的 单 形 c” = (al,…,as) 的 各 点 连接 线段 之 并 . 

4. 求证 :给 定 一 单 形 c, 存 在 一 组 且 仅 存在 一 组 几何 独立 的 点 
张 成 它 . 

5. 求证 单 形 o" 实 D" Bo" 的 边界 同 胚 于 SS:. 


1.2 复 形 


12.1 定义 ” 设 o 和 和 r 为 两 个 单 形 , 若 oe 门 z 二 或 是 ,rt 的 一 个 
公共 面 , 则 称 c 与 是 规则 相处 的 (图 1. 2.1(a)). 否则 , 则 称 它们 是 
非 规则 相处 的 (图 1. 2. 1(b)). 


1.2.2 定理 ”一 个 单 形 的 任意 两 个 面 都 是 规则 相处 的 . 
证 阴 设 o = (ao ,al yay) 为 dg 维 单 形 ,又 设 

r = (a, va, as ) < a° 

Š 一 Ça, a; 0 ) < g' 
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He 的 任意 二 面 , 对 于 zx = Saa, € o° , 则 
1=0 
(DrErTOM=0, 当 kE (tan 时; 
(2) +€ A == 0, 当 kE (p jis’ 9 WA 
从 而 ,XErT NFSA =0, 当 > s (josji o° .. sjo Bt. 


Qz 


(a) 规则 相处 的 单 形 


(b) 非 规 则 相处 的 单 形 


图 1. 2. 1 
这 样 
(a)W8rli b s iD NA ijz j= Q, Mz (16 — @ 
(b) 若 {iosyi ol) Noj} (h lh stl) ZØ 
则 


p b 
T N č = [= 一 Daran sÀn 之 0, >, 一 1) 
k=0 k=0 


= Car ʻai a, > 


此 即 为 z 与 6' 的 一 个 公共 面 , 从 而 证 明了 z 与 8' 是 规则 相处 的 . 8 


1.2. 3 定义 设 到 一 ! 9 一 0，1，… n; i 二 1],2,…,as} 是 R” 
中 有 限 个 单 形 的 集合 , 若 满 足 
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(1)K 中 任意 两 个 单 形 都 是 规则 相处 的 ; 
(2) K 中 任意 单 形 的 任意 一 个 面 仍 是 天 中 的 单 形 , 则 称 K 为 
单纯 复 形 , 简 称 复 形 . 


复 形 K 中 的 0 维 单 形 称 为 复 形 K 的 顶点 . 又 定义 K 的 维 数 
dimK : =max{q;0" € K}, BB K 的 维 数 是 KK 中 单 形 维 数 的 最 大 值 . 


1.2.4 定 义 设 K 为 n 维 复 形 , 对 于 非 负 整数 qn $ 
K* = (z € Kir < q) 
称 其 为 复 形 K 的 g ERR. 


1.2.5 定义 设 K,L 为 二 复 形 , 若 LCK, 则 称 工 为 K 的 子 
复 形 . 
1.2.6 定义 


设 o? 是 g 维 单 形 , 令 
Cle :一 


T 
{zr <}, 


由 上 面 定 理 1.2.2,Cle' 与 Bdo 都 是 复 形 ,分 别称 为 q 维 单 形 o* 
的 闭 包 复 形 与 边缘 复 形 , 且 显 然 dim(Cl os) = dim =q. 


1.2.7 定 义 设 为 复 形 , 令 


| 天 |= Ue 
且 在 |KI 上 给 以 诱导 拓扑 , 则 称 |K | 为 复 形 K 的 基础 空间 或 多 面 
体 . 


i K 与 1K| 的 区 别 在 于 : 


OK 是 以 单 形 为 元 素 的 集合 ,而 |K| 则 是 以 点 为 元 素 的 集 


(2) K 上 无 拓扑 结构 ,而 |K | 却 被 赋 以 拓扑 结构 . 
由 于 单 形 都 是 紧 的 ,所 以 任意 复 形 K 的 基础 空间 |K1( 作 为 
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有 限 个 紧 子 集 之 并 ) 也 都 是 紧 的 ,并 且 复 形 K 中 的 每 一 单 形 ,作为 
紧 空间 |K| 的 紧 子 集 ,从 而 它们 都 是 基础 空间 |K| 的 闭 子 集 . 


习 题 


1. 设 天 是 复 形 , 而 cE 天 ,试问 何 时 Intec | K | JF? 何 时 
a| K| 3F? 

2. 设 K 是 单 形 的 有 限 集 , 求 证 K 为 复 形 的 充 要 条 件 是 

(1) EEK, M s 的 面 也 在 K rh; 

(2) K 中 任 二 单 形 的 内 部 不 交 . 

3. 若 KiK: 均 为 K 的 子 复 形 , 则 K, U K, 5 K, NK 也 都 
是 K 的 子 复 形 . 

4. REE K 是 连通 的 ,如 果 其 不 能 分 成 二 互 不 相交 的 非 空 
子 复 形 之 并 . 求证 下 列 命题 等 价 : 

d) 天 连通 ; 

(2) |K| 连 通 ; 

(3) K! 连通 . 

5. 设 K 为 复 形 , 求 证 |K| = U Tnt. 

6. 求证 : 若 天 连通 , 则 天 的 任 二 顶点 可 用 一 条 那样 的 道路 连 
接 , 它 的 像 由 天 的 一 组 顶点 和 楼 构成 . 


1.3 Af WJ Z [j 


1.3.1 定 义 设 X 为 一 拓扑 空间 , 若 存 在 一 复 形 K 和 一 个 同 
Ko: [Kl 一 XX, 则 称 偶 对 CK ,gq) 为 拓扑 空间 XX 的 一 个 单纯 剖 分 或 
ZAAD. 为 简单 起 见 ,常常 称 开 是 X 的 一 个 单纯 割 分 . 

车 拓扑 空间 X 存在 一 个 单纯 剖 分 , 则 称 X 为 可 前 空间 . 
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若 拓扑 空间 X 有 一 单纯 训 分 ( 攻 ,p), 则 可 前 空间 X 可 形象 地 
称 为 弯曲 多 面体 , 对 于 单 形 cE K ,o 在 同 胚 % F BJ 42 o (o) SK N S fB 
单 形 ,弯曲 单 形 的 集合 {p(c) ;gE K} 称 为 弯曲 复 形 ,也 称 为 拓扑 空 
E X 的 一 个 弯曲 单纯 剂 分 ,简称 单纯 剖 分 . 拓扑 学 是 研究 几何 图 
形 的 拓扑 性 质 的 ,从 拓扑 观点 看 ,| 开 | 与 其 同 胚 像 X 没 有 什么 区 
别 . 因 此 ,研究 了 多 面体 的 拓扑 性 质 也 就 研究 了 可 前 空间 的 拓扑 性 
质 .尽管 要 求 拓扑 空间 可 单纯 剖 分 是 一 个 很 强 的 要 求 ,然而 很 多 重 
要 的 拓扑 空间 都 是 可 前 分 的 . 例如 所 有 闭 曲 面 都 是 可 以 单纯 剂 分 
的 .注意 可 痢 空 间 的 单纯 剖 分 不 是 唯一 的 . 


1.3.2 可 剂 空间 的 例子 
例 1 2 维 球面 S° 
三 维 欧 氏 空间 R° 中 的 2 维 球面 
S = {Cti sT) € R: D = 1}, 


而 同 胚 于 S° 的 任 一 拓扑 空间 也 常 称 作 2 维 球面 , 且 仍 记 作 S°. II 
为 S° 同 胚 于 3 AREP = lanana) WARRE Bd e 的 基 
础 空间 (多 面体 )|Bdc | ,所 以 天王 Bdos 是 S: 的 一 个 单纯 前 分 . 


a, 


图 1. 3. 1 二 维 球面 与 它 的 一 个 单纯 剖 分 
例 2 n 维 球面 S” 
n 十 1 维 欧 氏 空 间 R 中 的 维 球面 
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ntl 
S" : = {CE1 T23 sIm) €E R" Dx? = 1}. 
:=1 


TIME +. S" 的 任意 拓扑 空间 也 党 称 为 维 球面 , 且 仍 记 作 S°. 

Bo H n 十 1 维 单 形 , 定 义 映射 

p:| Bder |> S" 
如 下 :对 任意 点 xzE1Bd ant! | , 令 
PD = TY r TT 
其 中 zo ArT 的 内 点 , 即 在 cg“ :中 诸 重 心 坐标 都 大 于 0 的 点 , 则 ç 
是 同 胚 . 所 以 (Bdo"''!,g) 是 n 维 球面 5S” 的 一 个 单纯 剖 分 . 

例 3 Möbius fr 

如 图 1. 3. 2(a) ,将 R 中 矩形 域 的 一 对 对 边 依 图 中 箭头 指示 
的 方向 粘 合 起 来 所 得 到 的 拓扑 空间 (如 图 1. 3.2(b) 所 示 ), 称 为 
M6bius 带 ， 

图 (b) 同 胚 二 图 (c), Mobius 带 的 一 个 单纯 训 分 如 图 1. 3. 2 
(d) 所 示 ; 图 1. 3. 2(e) 为 Mobius 带 的 一 个 弯曲 单纯 剖 分 . 换言之 ， 
将 图 1. 3. 2(e) 依 箭头 指示 的 方向 将 其 一 对 对 边 粘 合 起 来 可 以 构 
造 出 三 维 欧 氏 空间 Rš 中 的 一 个 单纯 复 形 , 它 的 多 面体 同 胚 于 
Mobius 带 ， 

例 4 环 面 T° 

在 三 维 欧 氏 空间 R' 中 , 令 

T? = {(z,y,2z) € R: GZ Fy — 2) +Z = 1, 
则 T° RART T 的 任何 拓扑 空间 都 称 作 环 面 , 仍 记 作 T ,如 图 
1. 3. 3(a) 所 示 . 

环 面 T° 的 弯曲 单纯 剖 分 的 一 个 模型 在 图 1. 3. 3(b) 中 给 出 ， 
CE a 9 个 顶点 ,a 二 21 个 1 维 单 形 ,as 一 18 个 2 维 单 形 . 将 长 
方形 区 域 的 两 对 对 边 依 箭头 指示 的 方向 粘 合 起 来 ,可 以 构造 成 R 
中 的 一 个 复 形 , 它 的 多 面体 同 胚 于 环 面 (如 图 1. 3.4 所 示 ). 
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oF 
pa% 


d- —— 
-二 一 一 


图 1. 3. 4 
例 5 射 形 平面 P° 
将 2 维 球面 S: 的 每 对 对 径 点 粘 合 起 来 ,或 将 2 维 圆 盘 D° 的 
边界 圆周 S 上 的 每 对 对 径 点 粘 合 起 来 所 得 到 的 拓扑 空间 ,或 同 胚 
于 它们 的 任意 拓扑 空间 都 称 作 2 维 射影 平面 , 记 作 P. 
射影 平面 的 一 个 弯曲 的 单纯 前 分 如 图 1. 3. 5 图 所 示 , 它 
有 a 二 6 个 顶点 ,ar =15 个 1 维 单 形 ,ws 一 10 个 2 维 单 形 . 
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Q 
图 1.3.5 射影 平面 P: 与 它 的 一 个 单纯 剖 分 


习 题 
1. 若 和 与 立 均 为 可 剖 空 间 ,证 明 X < Y 也 为 可 放空 间 . 
2. 给 出 圆柱 面 ,Klein 瓶 及 双环 面 的 一 单纯 剖 分 . 
3， 给 出 实 射影 平面 P: 的 另 一 个 单纯 剖 分 . 
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1.4 单纯 映射 


1.4.1 定 义 设 K 与 L 都 蚌 复 形 , 则 映射 
f: K— L 
称 为 单纯 映射 ,如 果 它 满足 
(1) SHREK 的 顶点 映射 为 复 形 工 的 顶点 , 即 AKOS 
L°; 
(2) E= lasa ,40)EK, 则 FONDS EL, 4 HV Mr 
以 Flao), flai) s ,f(as) 为 其 全 部 顶点 (注意 :f(ao), fear). ss, 
f(ao) 不 一 定 互 不 相同 ). 
显然 , 复 形 K 上 的 恒 等 映 射 
Ik : K>K 
是 单纯 映射 . 单纯 映射 f KL AA e ; L->M 的 复合 
gf : K>M 仍 是 单纯 映射 . 


1.4.2 定 义 设 卫 : 开 一 工 是 单纯 映射 , 若 了 是 单 满 的 ( 即 f 
是 双 射 ), 则 称 单纯 映射 了 为 单纯 同 构 映射 . 此 时 , 称 复 形 K 5 L 
是 同 构 的 , 记 作 KZL. 

在 全 体 复 形 集合 上 , 复 形 之 间 的 同 构 关 系 储 是 一 个 等 价 关 系 . 


1.4.3 定 义 Bf: K->L 为 单纯 映射 ,对 任意 点 xzE€ | K| , 存 
在 单 形 o? 二 《ao saista) E K ,使 得 xr 一 Dha, € d, A 


f(z) = > (aD EIL], 


则 f: | 天 | 一 | 二 [是 一 个 映射 , 称 作 由 单纯 映射 y: KLAT 
的 从 基础 空间 | 开 1 到 基础 空间 | 区 | 的 单纯 映射 . 
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1.4.4 定理 Bf KLARAR Uh 了 诱导 出 的 单纯 


映射 
f:lKI—I L| 
是 连续 的 . 
证 明 {Eito =la ansa D EK, S 
z = f) 


BRAO =le ,el，… ,eq) 为 标准 q 维 单 形 , 则 存在 保持 重心 坐标 
不 变 的 同 胚 
p: A>r. 


对 于 任意 点 y = Jue, € As ,+ 


q 


g) = 27u f (a) Er, 
Mj z: 会" 一己 是 连续 映射 . 
现在 对 任意 点 x 一 > Aa, € o°, W 


f(x)= Sa.) = XÀ f(a,) 


= gC Ye,) 一 g( Iaig (a)) 
z 一 0 2 一 0 


gp ( Xa.) = gp ' (z), 
1=0 


如 图 1. 4. 1 所 示 . 
因为 ge! : at—r 是 连续 映射 ,所 以 限制 映射 
fla(= ge): t— z C | L | 
是 连续 的 . 
由 于 复 形 K 是 其 基础 空间 | 天 | 的 一 个 有 限 闭 覆盖 , 放 由 点 集 
拓扑 学 中 的 粘 结 引 理 可 得 
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f:| K|—|] L] 
是 连续 的 . = 


图 1.4.1 


1.4.5 定理 设 复 形 并 有 和 2 十 1 个 顶点 :aoyal， an 而 和” 
二 《eo,@1，"… ,en) 为 标准 m 维 单 形 , 则 存在 闭 包 复 形 COA BJ TE 
形 N ,使 
K&N, BHBIKI=I NI. 
证 明 < N= (Ce, se, te, 2 € CIO”; (a a, a) 
EK), M N 是 闭 包 复 形 Cl 全 ”的 子 复 形 . 
对 于 任意 单 形 t= e, e, e € N, 
fas) = (a, a, a, € K, 
特别 地 , Fe) 一 ac， ¿=0,1,-"- m. 
则 易 证 
f: N—> K 
是 单纯 同 构 上 映射 ,所 以 NSK. 
再 由 定理 1.4.4, 单 纯 映 射 f : N 一 K 诱导 出 的 单纯 映射 
f :1N1 一 1K1 是 连续 映射 ,不 难看 出 ,f: |N| 一 |K| 还 是 满 的 . 
FEER: S: |N| 一 |K| 又 是 单 映射 . 
FEKE Wor EIN] W 
z € o € N,xz € o € N, 
即 


s t 
1 一 >, 1T: = Dy pen 
A=0 k=0 
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设 A. sÀn, A 5 a 9T S 分 别 由 A, sÀn 9 s Àa, K En? 
£“, ”Ni 中 不 为 0 的 数 , 则 


xı € Int’ = Intle, +e, +° oe, ), 
0 1 


x; < Int gf = Inte, E 9 9 
0 1 


o = (e, +e, s" e, ) 
| o 1 ' VEN, 
g =e, En En? 
所 以 fat) 一 Ca, 2 , ?0 ) = Ea E K, 


fxr) € Inté Cr, f) C Int z Cr. 
车 SDS faa) W fz) = f(x: ENA. AKANA 仍 是 复 
ÉK 中 的 一 个 单 形 ,不妨 令 
z 1 = = (a, +a, "a, )， 

则 

(a, say "a, ) = ta, sa, sa, A la, ʻa 
这 样 

fa) = flr) = D oas = Daan = Dinan, (x) 
由 重心 坐标 的 唯一 性 及 A, (050,1, DR y, (p=0,1,., D 
的 非 0 可 知 


la, ?Cs stas} = la, 3 


... 
, ° â, ). 
ko t 


a) = (a, a, ag)» 
DAIA {ia roia 9 sik, } 一 {jr soja 97". sje, ). 
再 由 Cx ) 可 得 ,a 的 具有 相同 足 码 的 系数 应 相同 (相同 系数 具 
有 相同 足 码 ), 从 而 由 zi ,xz 的 表达 式 可 知 ,zj 二 x ,这 表明 
fil N|— | K | 
是 单 射 . 
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ME f: |N| 一 1K| 作 为 从 紧 空间 |N| 到 Hausdorff 空间 |K| 
的 一 个 单 满 连 续 映 射 ,所 以 
f:|INI>|K| 
ERE MINISIKI. a 


1.4.6 推论 同 构 复 形 的 多 面体 同 胚 . 
习 题 


1. 证 明 单纯 映射 的 复合 仍 是 单纯 映射 . 

2. 设 f : KL 是 单纯 映射 ,证明 fA(K) 是 工 的 子 复 形 . 

3. 若 对 复 形 K.L, IRA f: K°> L° 使 得 K 的 顶点 vo ,vi， 
"° Un 张 成 KK 的 一 单 形 当 且 仅 当 f (o), f), f Co, ) 9 PR. L 
的 一 单 形 , 求 证 诱导 映射 y: IKI|— L) E — Elie. 

4. 若 单 纯 映 射 f K— L 映 单 形 o 的 顶点 集 到 单 形 c 的 顶点 
集 上 .求证 诱导 映射 f: |K1 一 1L| 将 o 的 某 个 面 同 胚 地 映射 到 z 
上 . 
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第 2 章 单纯 同调 论 


2.1 有 向 单 形 


2.1.1 定 义 设 o = 人 ao,al, ay) 为 dg 维 单 形 , 在 cz 的 全 体 
顶点 ao,a1,… ,a4 的 所 有 排列 所 构成 的 集合 中 定义 一 个 等 价 关系 
如 下 :顶点 的 两 个 排列 称 为 等 价 的 , 当 且 仅 当 这 两 个 排列 相差 一 个 
偶 置 换 , 由 这 个 等 价 关 系 所 决定 的 每 一 个 等 价 类 称 作 q 维 单 形 o* 
的 一 个 定向 . 指定 了 一 个 定向 的 单 形 称 为 有 向 单 形 . 

可 见 ,一 个 有 向 单 形 是 由 一 个 单 形 和 这 个 单 形 的 一 个 定向 这 
两 者 组 成 的 偶 对 . 当 q2>1 BF, s 与 其 两 个 不 同 的 定向 分 别 构成 两 
个 不 局 的 有 向 单 形 . 若 选择 其 中 一 个 记 作 十 中 (或 简 记 作 ot), 
一 个 可 记 作 一 o?. 当 gq 二 0 时 ,0 维 单 形 二 ao) 的 顶点 只 有 一 个 排 
列 , 为 叙述 统一 起 见 , 规 定 十 eo (或 简 记 成 中) 与 一 o9 为 其 两 个 有 向 
单 形 . 

若 对 单 形 o = 一 (ao ,a1 ,… ,as) 指 定 的 定向 是 由 其 顶点 的 排列 


所 代表 的 等 价 类 , 则 这 个 有 向 单 形 记 作 - 
a, a, “tl, . 


车 apoa | a, 为 单 形 o 的 顶点 的 另 一 排列 , 则 当 这 二 排列 相差 
一 个 偶 置 换 时 ， 

Qa a, T a, a, a, Ss 
当 这 两 个 排列 相差 一 个 奇 置换 时 ， 

Agay Aa, = a, a, a, >, 
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或 —a, a, "a, =a, a, sa, 


q ERE 的 顶点 与 维 数 也 分 别称 为 有 向 单 形 十 o (和 一 o") 
的 项 点 和 维 数 . 


2. 1.2 定 义 设 o = asai tta, 是 ga 维 有 向 单 形 , 令 
HB 
(记号 &, 表示 去 掉 ae,), 则 r! 与 一 of 都 是 g 一 1 维 有 向 单 形 ,分 
别称 为 有 向 单 形 o 的 g 一 1 维 顺 向 面 与 9 一 1 维 逆向 面 . 

例 1 设 g’ =a > 则 


1 一 (一 l'aga t âa, 


a, 
a = (— 1) aoai = a° 
at = (— 1)'a à =— ao. 
所 以 a, 和 ao 分 别 是 ce: 的 顺 向 面 和 逆向 面 . do 
a, 例 2 Ü o = aaa; , 则 
， > 图 2.1.1 
0 一 (一 1>) Coalc2 一 QIC2， 
oi = (— 1)'ao dias =— asa; = azao， 
ol = (~ 1) asa à, = apa. 
% e 所 以 ,ailQs s azao s aoa: 都 是 0! = aoarqa2 的 顺 向 
图 2.1.2 面 ;而 aza, saoaz sarao KÆ o° 5 aaia: 的 逆向 
H. 


2.1.3 定 义 RESTINA q È ,q— 1 维 有 向 单 形 , 则 
1 当 z RE oo 的 顺 向 面 时 ; 
Co" eri 当 e! BE o? 的 逆向 面 时 ; 
0 当 r 不 是 o 的 面 时 . 
称 其 为 有 向 单 形 o 与 有 向 单 形 z :的 关联 系数 . 


34 


2.2 复 形 的 同调 群 


2.2.1 定 义 设 K 一 {gf;g 一 0,1,… n, i=1,2;, a.) n W 
复 形 , 复 形 K 的 顶点 记 作 ao ai, a. F 

o: =a, 是 0 维 单 形 ; 

a= 的 两 个 有 向 单 形 中 任意 选 定 一 个 , 它 是 一 个 9 维 有 向 
单 形 . 

则 {of,g 二 0,1,…,n,i 二 1,2,…,a) 称 为 复 形 K 的 有 向 单 形 
的 一 个 基本 组 . 


2.2.2 定义 设 K 为 n 维 复 形 ,任意 选 定 复 形 K 的 有 向 单 形 
的 一 个 基本 组 , 记 作 
{otg = 0 yn; 1 — 1,2, aq). 
对 于 整数 g, 当 0 委 o 委 2 时 , 则 以 
. (of ,om oot ) 
为 生成 元 集 生 成 的 自由 Abel 群 , 记 作 C, (K , Z) sà 8 ip dE C, (K) 
(其 中 2Z 为 整数 加 群 ), 即 


C (天 ) 一 [Slot c Z, = 1,2,." a) 
1=1 
其 中 加 法 运算 规定 为 :对 任意 的 Dhol, D uot € C,(K) 有 


Saos + Sipo! = To + pa )ot3 
当 aq<<0 或 go 人 > W ,C, (K ,Z) (或 简 记 成 C,(K)) 定 义 为 平凡 群 ( 即 
零 元 群 ) , 记 作 C,(K) 二 {0} 或 记 作 C, (K)=0. 
对 于 任意 整数 9,Cs(K) 称 为 复 形 K 的 ( 整 系数 或 以 Z 为 系数 
群 的 )9 维 链 群 ,其 元 素 称 为 复 形 K 的 g 维 链 . 
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我 们 约定 : 


(1) 链 群 C, (K) 的 零 元 素 >) 00? 记 成 0; 


(2) 若 复 形 K BJ q 维 链 
cq = Oof -H e H lal + Oot 十 "十 008， 
则 记 c, =of ,这 时 也 称 q 维 链 c, 为 有 向 单 形 of. 
iË 复 形 K 的 g 维 链 群 C,(K) 不 依赖 于 K 的 基本 组 的 选择 ， 
换言之 ,选择 复 形 K 的 不 同 基本 组 , 则 所 得 到 的 同 维 链 群 都 是 同 
FÉS. 


2.2.3 定义 B =aa ta, H p 维 有 向 单 形 , 令 


0 34 p = 0 Bf, 
Jo := 4 2 
6 | (一 1)iaoal… Cap `á p > 0 时 . 
1 一 0 


则 称 90? 为 有 向 单 形 o” 的 边缘 . 
上 式 表明 , 当 思 >0 时 ,9o? 是 有 向 单 形 o? 的 全 体 顺 向 面 之 和 . 
设 给 定 n 维 复 形 KK 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 组 tc ;9g 二 0,1,， i 
二 1,2,… a) M4 
3o = 0, 
ga = Y [anar Jo, (q> 0), 
它们 是 复 形 K 的 4 一 1 8. 


2.2.4 引 理 设 天 是 ” 维 复 形 ,对 于 任意 的 q 维 链 
cy 一 Sao! EGK), $ 


a a 
Ica = 9 (Dao)= D90 € Cm (K). 
t=1 + 一 1 


Wa, : C,(K) 一 C,-:(K) 是 群 同 态 . 称 其 为 g 维 边缘 算 子 或 边缘 同 
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态 ,常常 简 记 作 9. 
证 明 直接 验证 即 得 . E 


2.2.5 引 理 设 开 为 ” 维 复 形 , 则 合成 同 态 
9,49, : C,(K) > Cri (K) > C+, (K) 
为 零 同 态 , 即 9。，13,= 王 0 
证 明 ”因为 群 同 态 是 线性 的 ,所 以 只 须 对 复 形 K 上 的 任意 一 
个 有 向 单 形 
0 = aooaa, 


验证 3ao =0 即 可 . 事实 上 


一 2> (— l)'aoaiss à," "a, 


il 
一 
| 
= 
— 
& 
SQ 
° 
S 
8 


A "a 


= 3 (— 1y KÈ- 1)7aoai… “2 sa, ) 


十 (> (一 Daoa a aov) | 
J= 
= > Daoar Q," à, a, + > Daa br Q, a, 
< J>: 
= (一 Daoa ss à e âa + > (C Daa Â, À, ay 
jZ > 
所 以 引 理 得 证 . m 


2.2.6 推 论 设 {o;g 一 0,1,…,n,i 二 1,2,…as) 是 复 形 K 的 
有 向 单 形 的 一 个 基本 组 , 则 对 于 有 向 单 形 o 与 of ， 
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“1 


> [an io t 1] [arl of] = 0 


)=1 


其 中 1<i<e, 9 lk . 


2.2.7 定 义 设 K 为 n 维 复 形 , 令 
Z,(K,Z)( 简 记 作 ZK) 
= {zs € C,(K);Əx, = 0) = Kera,» 
则 2Z,(K) 是 链 群 C,(K) 的 子 群 , 称 其 为 复 形 K 的 ( 整 系数 )9 维 闭 
链 群 ,其 元 素 称 为 复 形 K 上 的 g 维 闲 链 . 


令 


B,(K,Z)( 或 简 记 作 B,(K)) 
= (b, € CGK); 3cm € Cm (K), 使 9c01 = b,) 
= [m3m > 

MJ B,(K) 是 链 群 C,(K) 的 子 群 , 称 其 为 复 形 K 的 ( 整 系数 )g 维 边 
缘 链 群 , 其 元 素 称 为 复 形 K 上 的 g 维 边 缘 链 . 

由 引 理 2. 2. 5 知 B,C(K) 是 Z,(K) 的 子 群 , 则 商 群 

Z,(K)/B,(K) 

称 为 复 形 K 的 ( 整 系数 ,或 以 Z 为 系数 群 的 )9 维 (单纯 ) 同 调 群 . 简 
称 复 形 K 的 g 维 同调 群 , 记 作 H, K). 

商 群 日 ,(K) 的 元 素 是 Z, CK) 中 元 素 的 模 B,(K) 的 等 价 类 , 因 
此 ,由 复 形 K Eq 维 闭 链 z, 所 决定 的 模 B。(K) 的 等 价 类 是 ”十 
B,(K), 记 作 [z,j, 称 其 为 z BJ q 维 同调 类 ,并 且 

H,(K) = ([z=,);=, € Z,(K)), 
且 对 于 任意 的 [zo],[z“ J€ H,(K)， 
[z] 二 [上 z's] 一 [zs jz], 

另外 , 设 zoz, € Z (K), WE] = [z ,jez 一 zx E B, (KR), 此 时 
称 z, 与 z ,是 同调 的 q 维 闭 链 , 记 作 z — z sk zs — zs ~0. 

有 时 对 于 任意 的 g 维 链 c,,c ECK), Æ coe EBK), 
则 也 称 c, 与 c ,是 同调 的 g 维 链 , 且 记 作 cs~c .显然 ,q 维 链 之 间 
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的 同调 关系 是 一 个 等 价 关 系 ,c,€ C,(K) 的 同调 等 价 类 为 Lc, == c, 
+B (K) REH c BJ q 维 间 调 类 . 

i 若 K 为 n 维 复 形 , 则 

D 4 q<0 EË q>n If, H, (K)=0; 

2) 因为 Z¿/(K)=C,(K), 所 以 H, (K)=C,CK)/B, (K); 

3) 因为 B,(K)=0, 所 以 H,(K)=Z,(K). 


习 题 


1. 验证 当 改变 某 一 单 形 的 定向 时 ,其 在 各 个 面 上 的 诱导 定向 
也 跟着 改变 . 

2, i& K E R° 中 的 2 维 复 形 , 求 证 Z, (K) =0. 

3. EK En 维 复 形 , 且 它 的 n 维 单 形 数 记 nn 十 1, 证 明 Z, (K) 
=0. 

4. 设 K 是 连通 复 形 ,as EK 的 9 维 单 形 的 个 数 , 则 Z1(K) 的 
秩 等 于 at 一 ao + 1. 

5. 设 K 是 由 3 维 单 形 o 的 所 有 真 面 构成 的 复 形 , 求 H (K) 
和 H, (K). 

6. i 取 何 值 时 ,有 

H,(K’) = H,(K)? 

7. ë KC K E K 的 子 复 形 , 称 C (K,Ko) : =C,(K)/ 
CKO HARÉ K É K , 的 相对 链 群 . 

(D 求证 边缘 算 子 3 : C,(K) 一 C1 (KAAS 
2: C,(K,K。) 一 C,_1(K ,Ko), 称 其 为 相对 边缘 算 子 ; 

(2) 求证 上 述 同 态 满足 ?三 0, 从 而 

Z,(K,Ko) := Kerd : C,(K,K,) > Cm (K, K.) 
—B,(K,K,) := Ima : Cim (K,K,) > C, (K, Ko), 
称 H,(K, Ko) : =Z,(K,K.)/B,(K,K,.)3953E K K, B) q #Ë 
相对 同调 群 ; 
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(3) 设 K=Cl o",K 一 Bdc, 求 H,(K,Ko); 
(4) 设 天 为 一 复 形 ,K。 H K 的 所 有 顶点 组 成 ,证 明 
H,(K,K,))=H,(K),g>0; Vs] H, (K, K,)=? 


2.3 Betti 3⁄4 - & 2⁄2 ° Euler 示 性 数 


RK Hn ERE ATERRAR 9, 链 群 C,(K) 同 构 于 Z 十 Z 

十 … 十 Z( 共 有 os 个 ,这 里 a 表示 天 中 人 维 单 形 的 个 数 ), 即 
C,(K) 是 有 限 生成 的 自由 Abel 群 , 由 于 有 限 生成 的 自由 Abel 群 
的 任意 子 群 仍 是 有 限 生成 的 自由 Abel 群 , 且 有 限 生 成 的 Abel BE 
的 商 群 仍 是 有 限 生成 的 Abel 群 , 故 闭 链 群 Z, (K) 与 边缘 链 群 
B,(K) 都 是 有 限 生成 的 自由 Abel 群 , 且 商 群 

H,(K) = Z,(K)/B,(K) 
是 有 限 生 成 的 Abel 群 . 由 群 论 中 关于 有 限 生成 的 Abel 群 的 基本 
定理 , 本 ,(K) 可 唯一 分 解 为 以 下 形式 

H,(K) < Z @ Z @ --- @ Z @ Zao D Zro 由 … D Z, o ， 

R + 
其 中 整数 R, 满足 0o<<R,<m (m 为 日,(K) 的 生成 元 的 个 数 )0 
(q),0, 0q) 0. (g) 均 为 大 于 1 的 整数 , 且 9.(9) 整 除 b (q), i—= 
Denr Ar <m- Rafi Z 为 整数 加 群 ,Zcw 二 2/9.(q)Z 为 整 
数 模 9.(9) 的 同 余 类 群 , 它 是 有 限 阶 循环 群 . 


2.3.1 定义 RK Hn 维 复 形 , 则 日,(K) 中 所 有 有 限 阶 元 素 
构成 的 H,(K) 的 子 群 , 称 为 复 形 K BJ q 维 挠 子 群 ,显然 ,K BJ 
FESZ cw 四 Zw 由 … 由 26% 而 H,(K)/F# T #E FPR 22 8 JÉ K 的 
9 维 Betti 群 ,显然 有 的 dg 维 Betti 群 兰 Z 四 … 申 Z. 开 的 9 维 Betti 

R, 
群 的 秩 , 即 日 ,(K) 的 秩 称 为 复 形 K 的 9 维 Betti 数 ,数组 (2 (9)， 
0.(q) ,… ,0. (9)) 称 为 复 形 K 的 g RRRA. 
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2.3.2 定 义 令 
X(K) := $) D'as 
9 一 0 
称 其 为 复 形 K 的 Euler-Poincarë 示 性 数 . 


2.3.3 定理 (Euler-Poincare 公式 ) Z K Xn 维 复 形 , 则 
XCK) = $C DR,. 


证 明 对 于 任意 整数 g, 复 形 K 上 边缘 同 态 
3, : C,(K) -> Cm (K) 
的 像 为 B. CK) , 核 为 Z,(K), 所 以 
C,(K)/Z, (K) = Bm (K). 

AKIRE RERE tE, C CKW =Z (K 88k B, CK) 
$k. 

又 因为 HH,(K)=2,(K)/B,(K), 所 以 有 

Z,(K) 的 秩 = H,(K) 的 秩 十 B,C(K) 的 秩 ， 
从 而 
C,( K) 的 秩 = H,(K) 的 秩 十 B,(K) hk+ Bm (K) 的 秩 . 
而 C (K) H= a ,日 ,(K) 的 秩 ==R,, 于 是 有 
a= R, +B, KO Hk+ B,- (K) K. 

所 以 X(K)= 2》) (~ 1a, 


3 一 0 


= $; (一 1D)R, 十 >) (一 1D)"B。(CK) 的 秩 
q=0 q=0 
+ >》 (一 1)"B，(K) 的 秩 


= X, (~ R, + (— "B, (K) Hk + B (K) 的 秩 
q=0 


n 


= SCDR, +0+0 = 5C D*R,, 


g=0 
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n n 


即 LK = > (一 Do = >》 (一 DR = 


g=0 4=0 
习 题 


1. 利用 Euler-Poinoare 公式 证 明 ; 树 的 顶点 数 比 其 1 维 单 形 
数 大 1. 
2. 利用 Euler-Poincaré 公式 证 明 关 于 组 合 数 的 一 个 公式 : 


NODC = 0. 
:=0 


2.4 若干 复 形 同调 群 的 计算 


2.4.1 EX 设 天 为 复 形 , 若 对 于 复 形 K 的 任意 两 个 顶点 a 
与 5 ,存在 复 形 K 的 顶点 
Ul + U2 + ° ° ° 9 Um 
使 得 v =a, Un =b, B CU sU) s oo oo 都 是 氏 的 1 
维 单 形 , 则 称 复 形 K 是 连通 的 . 


2.4.2 定 理 若 开 为 连通 复 形 , 则 H,(K)=Z. 
证 明 任意 取 定 复 形 K 的 一 个 顶点 a ,对 于 复 形 K 的 任意 项 
点 x; 因为 复 形 K 是 连通 的 ,所 以 存在 复 形 K 的 顶点 序列 
aya... a, 
## ai —a,a, =x, B (aisa), (az as), (a, 1 a. PÆRE K 
的 1 维 单 形 . 
因为 


m—1 m-l m-l 
a( Jaam) = Xa laan) = S lam —a.) 
t=1 i 二 1 4=1 
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一 an 一 0 = z—a € B (KR). 
X aa,zC€ Zo(K) 二 Co(K), 所 以 a 与 x 是 复 形 K 上 同调 的 0 维 闭 
链 , 即 r~a. 
设 复 形 K 的 全 部 顶点 为 ai ,az，…，,au ,不 妨 令 qi 二 4a, 对 于 


z = 2JÀAa, € Z (K) = C, (K), Wl 


Zo ~ (Xia. )a. 
z=1 
另外 , 若 某 一 z=Ma~-0, 则 可 以 证 明 1=0EZ. 对 于 1)EZ, 令 
eQ) = [a] € ECK)， 
则 由 上 面 的 证 明 可 见 pg : ZH, (K) |B] 83 , Bl 
H (K) = Z. | 


2.4.3 例子 

例 1 如 图 2.4.1 所 示 为 平 环 的 一 个 三 角 剖 分 , 记 作 ,其 中 
0 维 单 形 的 个 数 ao 二 6,1 维 单 形 的 个 数 a 二 12,2 维 单 形 的 个 数 a 
一 6, 试 计算 复 形 K 的 各 维 数 同调 群 H (K>. 

Kl 2.4.1 h at= 1,a2== 2, 66 ==6;or = 14, oj 一 64jol = 
154,. 0 314. 

图 中 0 维 单 形 以 及 箭头 方向 给 出 复 形 K 的 有 向 单 形 的 一 个 
基本 组 , 记 作 

{or;g=0,1,2; i = 1,2,.…,0,) 

因为 复 形 K 的 维 数 ==2, 故 当 g<0 或 q>2 时 ,H,(K)==0. 

又 因 复 形 K 是 连通 的 ,所 以 H, (KZZ. 

今 计算 Hi(K), 任 取 z = 了 Xo? € ZK), W 


6 
0= Jz = 9 > Ao? 
1=1 


6 
= 13o + 272962 
1 一 2 
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6 
= 9154 + X72962 
1 一 2 
6 


一 (15 十 54 十 41) 十 D Að. 


因为 Dao 中 不 含有 一 维 有 向 单 形 一 ol 一 54, 故 由 az 一 0 可 得 


à =0. 同 理 可 知 ) 一)3 一 … 一 16 一 0, 即 z, 一 0, 这 表明 Z,(K)=0, 


4 aio! 


图 2. 4.1 
最 后 计算 Hi(K) = 二 2Z1(K)/B1(K). 因 为 xz 一 12 十 23 十 31 和 
z =45+56+64EZ (K), K 


DE 一 z — z 
1 
所 以 Z ,x1 是 复 形 K 上 同调 的 1 维 闭 链 . 可 以 证 明 
1) 若 >Ú € Z, (K) , II! zi ~Az 1, 其 中 AC Z; 
2) # AZ —0, WJ A—06€ Z. 
现在 对 AEZ, 令 
ga) = [az] € H, (K), 
则 由 上 述 1) 和 2) 
e: Z — H, (K) 
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为 群 同 构 . 总 之 有 
: 0 q=0,1; 
Z q=0,1. 

B| 2 将 R 中 长 方形 域 ABA'B' 的 一 对 对 边 AB 5 A'B H 
着 箭头 指示 的 方向 和 迭 合 起 来 所 得 到 的 商 空 间 , 称 为 Möbius 带 . 设 
K 为 如 图 2. 4. 2 所 示 的 Möbius 带 的 一 个 单纯 剖 分 , 则 


H,(K) = | 


Z q 一 0.1; 
H,(K) = | 
0 q=0,1. 
B A 
Möbius 带 
4 B’ 
图 2.4.2 
证 明 与 例 1 类似, 这 里 从 略 . m 


例 3 设 天 为 如 图 2.4.3 所 示 的 射影 平面 P 的 一 个 三 角 齐 
分 , 试 计算 复 形 K 的 各 维 数 同调 群 H, K). 


图 2.4. 3 


如 图 2. 4. 3 所 示 ,K 中 的 0 维 单 形 以 及 图 中 箭头 方向 给 出 复 


£ 
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É K 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 组 
(iq = 0,1,2; 1 一 1;2，…ay)》 
EP ol =1,0 52,0 = 6; at 二 12,…,ols = 56; at 二 126,…… , ato 
=456. 
当 9<0 或 g>>2 时 ,显然 有 H.(K)=0; X N K 是 连通 复 形 ， 
所 以 H, (K>= Z. 


10 
FEA H (K)=2, (K) 4ER = = > Ma € ZR). 
?一 上 


由 于 取 定 的 复 形 K 的 有 向 单 形 的 基本 组 中 位 于 图 中 中 间 位 置 的 
那些 1 维 有 向 单 形 的 每 一 个 恰 是 两 个 2 维 有 向 单 形 的 面 ,以 及 az 


一 0, 所 以 出 现在 z = > ,at 中 的 系数 4, 必须 都 相等 , 即 
:1=1 
à =A G = 1,2,.,10) 


10 
亦 即 有 = = 24279. 于 是 
Iz: = 15122 一 24(12 十 23 十 31) = 0 
t=1 
从 而 4 二 0EZ, 所 以 有 z, = 0. 
以 上 表明 
H,(K)=Z(K)=0. 
最 后 计算 H (K)=Z (K)/B, (K). 
记 2 =12+23-316€ Zi1(K), 则 可 以 证 明 
D 车 EZ1(K), 则 zi~4z? ,其 中 XE€2Z, 即 zi 与 4x? 是 复 形 
K 上 同调 的 1 维 闭 链 ; 
2) A2 ~0, BP Azi € Bi (K), Ep A€ ZSA= 2u EZ. 
于 是 ,对 AE2, 令 
pQ) = [azi] € H.(K), 
M] ç: Z>Hi(K) 是 满 同 态 , 从 而 由 辐 态 基本 定理 ， 
9p”: Z/Kerg = Hı (KR). 
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由 上 面 证 明 Kerp 一 2 Z ,因此 
H. (K) =< Z, = Z/2 Z. 


Z 9 一 0 
H,(K) -|z q=1; 


0 ”其 他 . 
例 4 设 K 为 如 图 2.4.4 所 示 的 环 面 T? 的 一 个 单纯 剖 分 , 试 
计算 复 形 K 的 各 维 数 同 调 群 H CK). 


总 之 有 


图 2.4.4 
图 2. 4.4 中 0 维 单 形 以 及 箭头 所 示 方 向 给 出 复 形 K 的 有 向 
单 形 的 一 个 基本 组 
(al; q 一 0,1,2; i= 1,2,. ,a0}， 


其 中 oo 一 9 一 27,o 一 18; 0] =a; st 69 — as 01 二 Ql4z s, *** on = 
asa; ;0? =aiQsae s oa = 450241. 

显然 对 于 如 此 选取 的 基本 组 

{or; q = 0,1,2; 7 一 1 2ao)， 

其 中 每 一 个 1 维 有 向 单 形 恰 是 其 中 两 个 2 维 有 向 单 形 的 面 , 并 且 
为 其 中 一 个 的 顺 向 面 ,而 为 男 一 个 的 逆向 面 . 

当 g<0 或 gq>>2 时 ,显然 有 H,(K)=0, X H 8 JÉ K 是 连通 
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的 ,所 以 H, ( K>== Z. 


18 
下 面 计算 Hs(K) = ZK). e = >G, WJ 
t=1 


18 
3z} = Dac = 0 
:=1 


故 z; EZK), I FERK z € Z;《K), 则 由 选取 的 基本 组 之 特点 
可 知 
18 
z: = àz} 一 aD. 
1=1 
今 对 任意 和 EZ, 令 
pA) = Az2,， 
则 
ge: Z — ZK) = H, (K) 
是 群 同 构 , 故 
H, (K) = Z. 
再 计算 H,(K)=Z (K)/B. (K>. ië 
z, = QiQ2 + aza; + aza, 
Z = aia, Haas + asaj, 
则 z, Z EZK), HA IEH 
D 车 =€ 2Z1CRKR), 则 zi ~~ 和 1z Hà i Ari AEZ, BB 
z j ÀzZ TA Z, 是 复 形 K 上 同调 的 1 维 闭 链 ; 
2) # jz 二 js 一 0, 其 中 四 € Z, B] ÀZ, +A, Z € 
B (K), W| à =A,=06€ Z. 
现在 ,对 入 ,AE2, 令 
già) = [lz +z] € HK), 
则 
e: Z Z — H, (K) 
是 群 同 构 , 即 
H, (K) = Z @ Z. 
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总 之 有 
Z q = 0,2; 
mo -|zez dg 一 1; 
0 其 他 . 
例 5 设 K 为 如 图 2.4.5 所 示 的 2 维 球面 的 一 个 单纯 齐 


分 , 则 
Z q = 0,2; 


HO = ho 其 他 . 


ao a; 


i i Í N š 
1 
a; 


图 2.4.5 

证 明 与 上 题 类 似 , 这 里 从 略 - m 

用 类 似 的 方法 还 可 得 到 ， 

例 6 将 长 方形 区 域 ( 如 图 2. 4.6 所 示 )ABA'B 的 左右 两 边 
AB,A'B' 及 上 下 两 边 BA 与 AB“ 滑 着 箭头 指示 的 方向 选 合 起 来 所 
得 到 的 商 空 间 称 为 Klein 瓶 . 设 K 为 如 图 所 示 的 Klein 瓶 的 一 个 
akis , 则 


Z q = 0; 
m0 -za 9 一 1 
0 Hib. 
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Klein JR, 


1. # K=K,UK;, B K, =K, [| K, 是 > 维 的 , 则 H, ( K)= 
H,(K OH, (Ki:), Vg>r+1, AW K=K,UK,,K,=K, N 
K, 是 一 顶点 , 则 H, (K)=H, (K )®H,(K:), V q>1. 

2. 设 开 一天 UK, ,K, =K, | K,= @ ,>K uE 

(1) # K 连通 , 则 对 VzEZQCK), 必 了 = € Z (K,),i=1,2, 
使 z= 二 zi 十 zs; 

(2) 若 昌 1(K。)= 二 0, 则 对 VzxEZ (KR), 必 3 导 z,E2,(K,),i= 
1,2, 使 zx 二 zi 十 z;; 

(3) # H (K,)=0,z,€ Z/(K,) G= 1,2),f# z, + x, 在 KK 中 
同调 于 0, 则 z, # K, 中 亦 同调 于 0,;=1,2. 

3. ië K=Bd(la sa: saz saz) UBd(a sa; a a, R H.,(K)=? 

4. i& K=Bd(a ai a, a|, ) U Bdlas ara, a) R H,(K) 


5. 求 如 图 所 示 的 “5 折 尖 帽 ?的 1 维和 2 维 同调 群 . 你 能 将 习 
题 5 再 推广 吗 ? 
6. 求 树 的 同调 群 . 
7. 若 一 复 形 K:(1) 是 两 中 空 的 四 面体 沿 一 条 楼 焊接 ;(2) 是 
50 


a 


4 
(第 3 题 图 ) (第 4 题 图 ) 


a 


A 
(第 5 题 图 ) 
圆柱 面 的 单纯 剂 分 , 试 分 别 求 H.(K)=? 
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25 伪 W 形 


2.5.1 定 义 RK Än ERE FME 

(1) 对 于 复 形 K 中 任意 ARE, FERE K 中 的 一 个 
WR Er”, Ee Sr o 是 x" 的 一 个 面 ; 

D 对 于 复 形 K 中 任意 一 个 ”一 1 维 单 形 o" 1! ,在 复 形 K 中 至 
多 存在 两 个 n 维 单 形 z? 与 蕊 ,使 o :一 要 Bor! <l; 

(3) 对 于 复 形 K 中 任意 两 个 AEri ERE K 中 存在 
n 维 单 形 序列 : 


01 902 s *°* >O ° 

使 得 gf Sd l He Nen (i 二 1,2,… ,kk 一 1) 都 是 复 形 K 中 的 
2 一] 维 单 形 . 
则 称 复 形 K 为 ” 维 伪 流 形 . 若 n 维 伪 流 形 还 满足 条 件 : 

(Q 对 于 复 形 K 中 任意 一 个 n 一 1 维 单 形 o ,在 复 形 K 中 
AWA n AEri 5r, 满足 

e” <i < h, 

则 称 复 形 K 为 ” 维 闭 伪 流 形 ;不 是 闭 伪 流 形 的 伪 流 形 称 为 带 边 伪 
流 形 . 

显然 ,在 2.4 节 提 到 的 2 维 球面 S° .射影 平面 PAT K 
Klein 瓶 的 单纯 前 分 都 是 二 维 闭 伪 流 形 ; 而 n EA Jo" a> 0) BJ Ëll 
包 复 形 Cl o" HERU n 维 伪 流 形 ,其 边缘 复 形 Bd o" (n> 1) E 
n 一 1 维 闭 伪 流 形 . 


2.5.2 定义 设 天 为 ” 维 伪 流 形 , 若 天 存在 有 向 单 形 的 基本 

组 ,满足 :对 于 这 个 基本 组 中 任意 一 个 n 一 1 ERAÉ ' , 若 它 

是 这 个 基本 组 中 的 两 个 不 同 的 nn 维 有 向 单 形 o? 5 o; 的 有 向 面 , 且 
[of : o] =— [ol : 0], 
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那么 称 n EARE K 是 能 定向 的 ;否则 , 称 ” 维 伪 流 形 是 不 能 定 
向 的 . 

显然 , 平 环 .二 维 球面 $ 和 环 面 T° 等 的 单纯 剖 分 ,以 及 n 维 
单 形 o”" 的 闭 包 复 形 Cle 都 是 能 定向 的 伪 流 形 ; 而 Möbius 带 、 射 
影 平 面 P° 以 及 Klein 瓶 等 的 单纯 剖 分 都 是 不 能 定向 的 伪 流 形 . 


2.5.3 定理 设 K 是 n 维 闭 伪 流 形 , 则 

(1)K 能 定向 售 H,(K) 守 2Z; 

(2) K 不 能 定向 信 H,(K)=0. 

证 明 

(1) 设 ” 维 闭 伪 流 形 是 能 定向 的 , 则 可 选取 K 的 有 向 单 形 的 
一 个 基本 组 : 

lot; gqg = 0,1, ni i= 1,2,. a.) - 

使 得 对 于 其 中 任意 一 个 * 一 1 维 有 向 单 形 恰 是 其 中 两 个 n 维 有 向 
单 形 的 有 向 面 , 且 为 其 中 一 个 的 顺 向 面 ,为 另 一 个 的 逆向 面 . 令 


z = >, 
z=1 
Maz, =0. 


若 zx,E Z,(K), 则 由 所 取 的 基本 组 的 特性 知 ,z, =A =A Èo! 
其 中 AGEZ, 所 以 
H,(K) = Z,(K) = Z. 
反之 ,车 H,(K)=Z, MERE K 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 组 
lot; q 一 0 1，……，72; i= 1,2, saç). 
因为 Z,(K)= H,(K)= Z,#kn RA] 
z, = Jao! € Z,(K), 
使 得 z,Z0, AATF 


On on m 
= = 1 
0 = az, = Dh90 = 2JA 2 Lo ior! lot, 
=1 :1 jl 
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所 以 上 式 右 边 合并 同类 项 后 记 作 


一 1 
D uor’ 一 OS ur = 0,Ë = 1,2,° san. 
k=1 


再 利用 闭 伪 流 形 的 性 质 (2) ' 与 (3) 可 得 

0 = pu = À ~À, BAr LA BR As HA RÈ A A 
其 中 ISA, iKa. 

Lla l =n 220, i 二 1,2,…,a,, 令 


y ` 
T 三 一 0 i= 1,2," ,Qn. 


人 ， 
将 己 蔡 换 所 选取 的 天 的 有 向 单 形 的 基本 组 中 的 a?,i=1,2,…， 
os， 其 余 的 有 向 单 形 不 变 . 于 是 得 到 K 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 组 ， 
由 此 不 难看 出 n 维 闭 伪 流 形 是 能 定向 的 . 
(2) 设 K 不 能 定向 ,而 H,《K) 关 0, 则 可 取 


z = Jas! € ZK), 
使 得 >, 天 0. 
由 于 9z, 二 0, 则 从 闭 伪 流 形 的 定义 不 难得 出 ;对 于 z, = 
Sho" 中 任意 两 个 系数 sÀk ; 必 有 À, = Àk 或 和 二 一 A4， 于 是 记 V, 
一 | À, |> 0, i= 1 2，…an， HS 


A, n 
oO 


n — 
N 一 . 


Y, 


所 以 


z, = Sao! = Sa, w = Y len. 
将 CGi=1,2," ,a,) 替 换 K 的 有 向 单 形 的 基本 组 中 的 o?, 则 表明 
K 是 能 定向 的 ,这 与 题 设 矛 盾 . 故 必 有 H,(K)=0. 
定理 中 余下 部 分 的 结论 是 明显 的 . “m 
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2.5.4 EJE 设 K 是 二 维 闭 伪 流 形 , 记 a, 为 复 形 天 的 g 维 单 
形 的 个 数 ,gq 二 0,1,2, 则 
(1)3a; =20 ; 


(2) aa =3lao—X(K)); 


Ow (74/1924 XK) ). 

证 明 

(1) 因 每 一 个 2 维 单 形 恰 有 三 个 1 维 单 形 作为 其 1 维 面 ,而 每 
个 1 维 单 形 恰 是 两 个 2 维 单 形 的 1 维 面 ,所 以 


e = > 3az ， 
即 302 = 2a. 
— a 2 _ 1 

(2) X(K)=a —a Fa: =a — a Hza 一 ao 一 可 om， 

即 ao 一 3(ao 一 X( 开 ))， 

(3) 因 为 每 两 个 0 维 单 形 至 多 确定 一 个 1 维 单 形 , 所 以 

ao! _ 1 
Qal < C¿ = 21a — 2)! 3 ao (ao 1). 
由 (2) 可 得 
3( — X(K)) < Fao lm — 1), 

即 


as — Tao >— 6 X(K)=4oa — 28a >— 24 X(K) 
=> 4a 一 28a + 49 > 49 — 24 XCK). 


所 以 Cao — 7)? > 49 — 24 X(K). 
由 于 天 是 2 维 闭 伪 流 形 ,因此 a, 21, JAI e 3, B bA 
2ao 一 了 > 0. 


另 一 方面 ,从 天 是 连通 的 可 知 ( 可 证 : 伪 流 形 是 连通 复 形 ) 
X(K) = Re 一 R +R: <1—R, +1 < 2, 
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即 


49—24 X(K) > 0, 
所 以 有 


2o — 7 22/49 —24 X(K), 
即 


1 
ao > > (7 +/49 — 24 X(K) )- 


2.6 单纯 同调 群 拓扑 不 变性 定理 的 
陈述 。 简单 应 用 


这 里 我 们 只 给 出 同调 群 的 拓扑 不 变性 定理 的 叙述 ,其 证 明 , 读 
者 可 参阅 书后 所 列 的 参考 文献 [2]. 


2.6.1 定理 (单纯 同调 群 拓扑 不 变性 定理 ) KLAE 
形 , 若 | 开 | 储 | 工 | , 则 
H,(K) = H,(L), q=0,+1,+2,--:. 
nÍ BL, KSL Pë E| a | 2 lB] ñ Bj 4 Bš 3k i) y , WJ JE] E 3 
同调 群 同 构 , 即 
H,(K) = H,(L) qq 一 0, 士 1, 士 2,…. 
所 以 若 不 计较 群 的 同 构 ( 即 同 构 的 群 看 成 同一 个 群 ), 则 由 定理 
2.6.1 可 引入 如 下 定义 : 


2.6.2 定义 BX AAIE, K E X 的 任意 一 个 单纯 
Hae 
H,(X,Z) = H,(K,Z2), 
简 记 成 互 ,(X),q 一 0, 士 1 ……， 称 其 为 可 前 空间 和 的 的 9 维 整 系数 
同调 群 . 
类 似 地 ,我们 将 复 形 K 的 g 维 Betti 数 ,g H He RS Euler- 
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Poincare 示 性 数 分 别称 为 可 剖 空 间 XX 的 g 维 Betti 数 ,g 维 挠 系数 
和 Euler-Poincarë 示 性 数 . 


综合 2.4 节 已 计算 过 的 复 形 同 调 群 可 得 下 表 : 


R,=1,R,=1,R;,=0 


2. Mobius 带 
3. 二 维 球面 S° 
4. 环 面 T 


R, =1,R,=0,R, 一 1 


无 
无 
无 
R =1,R =2,R;=1 x 


只 有 一 个 1 # 


5. 射影 平面 P R =1,R,=0,R, 一 0 


R =1,R =1,R,=0 


由 定理 2. 6. 1 可 知 , 同 胚 的 可 剖 空 间 相 同 维 数 同调 群 同 构 . 因 
而 , 若 两 个 可 剖 空 间 某 一 维 数 的 同调 群 非 同 构 则 可 断定 这 二 拓扑 
空间 必 不 同 胚 , 所 以 同调 群 是 判别 两 个 可 剖 空 间 不 同 胚 的 一 个 工 
具 . 从 上 表 可 看 出 :除了 平 环 与 M6bius 带 这 一 对 空间 不 能 由 同调 
群 来 判别 它们 是 不 同 胚 外 ,其 他 的 任 一 对 空间 都 不 同 胚 . 此 外 ,我 
们 还 有 


6. Klein 瓶 


2.6.3 定理 Q m#n, M 

(1)m 维 球 S” 5 n 维 球面 S" 不 同 胚 ， 

(2) m 维 欧 氏 空间 R” 5 n 维 欧 氏 空 间 R" pA. 
证 阴 

(1) 由 于 对 S° W=ë,K= (a a), M Z, (K) = Z@Z, 


N Z®Z q = 0, 
34 k>>0 时 ,可 以 证 明 
H,(S') = É g = 0ks 
i o ”其 他 . 
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aJ B, 34 >n 时 ,S” 与 S" AS 8 8] BEF. 
(2) 由 一 般 拓扑 学 知识 可 知 ,S",S" 分 别 是 R” Ej R" 的 加 一 
点 紧 化 , 若 当 msn R SR , 则 必 有 S”" 之 S" ,这 与 (1) 了 矛盾 . m 


2.6. 4 定理 i KIBSK3S 2 维 球面 S' 划分 成 (弯曲 ) 多 面 形 ， 
若 满 足 

(1) 每 一 面 都 是 (弯曲 )n 边 形 (n 之 3); 

D 每 一 个 顶点 都 是 m 条 楼 (大 图 弧 ) 的 公共 端点 Cm 之 3). 
则 这 样 的 多 面 形 只 有 五 种 . 

证 明 设 V,E,F 分 别 表示 如 此 多 面 形 的 顶点 数 、 棱 数 和 面 
数 ,对 多 面 形 作 适 当 的 三 角 训 分 (如 图 2. 6. 1 所 示 ,将 每 一 个 半边 
形 剂 分 成 ”个 三 角形 ) ,可 得 

V—E+F=a —a +a: = XS) 


= R 一 及， +R: 
=2 (Cx) 
多 边 形 
图 2.6.1 
所 以 得 
V—E+F = 2. 
但 据 题 设 
nF = 2E = mV, 


即 V= =F, 已 一 到 下, 将 其 代入 ( x ) 便 得 
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ŽF—ŽF+F=2, 
m 2 
Bp 


2n 一 mn + 2m 
2m 


因为 2 之 3, 于 是 得 
2m > n(m — 2) > 3(m — 2) = 3m — 6 
即 <6,B m 为 正 整数 ,所 以 据 关 系 式 
F(2m — mn + 2n) = 4m 
得 (m,n,F) 的 可 能 值 列 入 下 表 : 


|. F = 2=2n — mn + 2m > 0. 


m 3 3 3 4 5 
n 3 4 5 3 3 
F 4 6 ]2 8 20 


此 表格 说 明 ,这 样 的 多 面 形 只 有 5 种 , 即 4.6.8、12、20 面 形 . 
= = 


1. 利用 球 极 投影 是 R" 与 S"\{tzo} 的 同 胚 ,重新 证 明 
R” 二 R"Om=n. 

2. 求证 : 若 二 闭 流 形 同 胚 , 则 其 维 数 必 相 同 . 

3. 求证 流 形 的 内 部 与 边界 不 交 . 
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第 3 章 曲面 的 拓扑 分 类 


3.1 I 面 


3.1.1 定 义 i X Á Hausdorff 空间 ,车 对 于 XX 的 每 一 点 都 
有 邻 域 同 胚 于 n 维 欧 氏 空间 R", 则 称 X 为 n ERE. 若 对 于 X 的 
每 一 点 ,或 有 邻 域 同 胚 于 R ,或 有 邻 域 同 胚 于 
Ri= (z = (21,2232) € R';r > 0), 
则 称 X 为 2” 维 带 边 流 形 . 


3.1.2 定 义 2 维 流 形 或 2 维 带 边 流 形 均 称 为 曲面 . 换言之 ， 
所 谓 曲面 是 一 个 Hausdorff 空间 , 它 的 每 一 点 都 有 邻 域 同 胚 于 R° 
或 R. 

一 个 曲面 X 的 内 部 是 由 所 有 那 种 称 为 内 点 的 点 构成 , 即 这 些 
点 都 有 同 胚 于 R° 的 邻 域 . 若 曲面 X 的 点 x 有 邻 域 U, 以 及 同 胚 
p: U>R, ,使 p(z) 一 0, 则 称 点 z 为 X 的 边界 点 .X 的 全 体 边 界 
点 构成 X 的 边界 ,用 3X 表示 . 显然 ,IntX 站 3X 二, 且 曲面 的 内 部 
与 边界 在 拓扑 变换 下 保持 不 变 , 即 拓扑 变换 把 一 个 曲面 的 内 部 与 
边界 分 别 变换 成 另 一 曲面 的 内 部 与 边界 . 


3.1.3 定 义 一 个 连通 紧 致 的 没有 边界 的 曲面 称 为 闭 曲面 . 
换言之 , 闭 曲面 是 一 个 连通 紧 致 的 Hausdorff 空间 ,并 且 它 的 每 一 
点 都 有 邻 域 同 胚 于 欧 氏 平面 及 . 

不 难看 出 ,球面 $ ,射影 平面 已 , 环 面 T 以 及 Klein 瓶 都 是 
闭 曲面 ,而 平 环 (圆柱 面 ) 与 Möbius 带 都 是 带 边 曲面 . 
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3.1.4 定 义 W X, ,X, 为 二 闭 曲 面 , 任 意 选 定 两 个 2 维 圆 盘 
D1 CX ,DCX，, 令 XU =X, \IntD, , X’ = X: \ IntD; ,以 及 同 胚 
9 : 9D, >3D: , 则 在 并 空间 X U X”, 中 ,将 9D 上 的 点 z 5 R 
点 p(Zz) 粘 合 在 一 起 所 得 到 的 商 空间 称 为 闭 曲 面 X, 与 Xi 的 连通 
和 (连接 各 }, 记 作 X, # X.. 

闭 曲 面 的 连通 和 具有 下 列 性 质 : 

É Xi, Xz, Xa 为 闭 曲面 , 则 

O) X, # X, 仍 是 闭 曲 面 ; 

(2) X # X, =X, # X, ; 

(3) X, # (X, # X,)= (X, # X) # X; 

(4) X, # S° = X.. 
显然 , 闭 曲 面 的 连通 和 提供 了 从 已 知 闭 曲面 构造 新 曲面 的 一 种 方 
法 . 


习 题 


1. 证 明 流 形 是 局 部 道路 连通 和 局 部 紧 的 . 

2. 证 明 流 形 的 内 部 是 该 流 形 之 开 集 . 

3. 在 R' 中 规定 等 价 关 系 如 下 

(1) xz~zyzl 委 1 时 ,(2) r~r |=|>1 时 ,试问 R! /一 是 
否 为 流 形 ,为 什么 ? 

4. 设 X=S:U(P)CPKES:), 且 规定 S 里 点 的 邻 域 如 同 平 
常 ,而 P 的 邻 域 是 形 如 [UN\(0,0,1)]U {P} 的 集合 ,这 里 口 是 
(0,0,1) 在 S 中 的 邻 域 . 试问 X 还 是 曲面 吗 ? 为 什么 ? 

5. 证 明 闭 曲面 的 连通 和 性 质 1-4. 
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3.2 闭 曲面 拓扑 分 类 定理 的 陈述 


3.2.1 定理 ( 闭 曲 面 拓扑 分 类 定理 ) ”任何 闭 曲 面 或 同 胚 于 球 
面 ,或 同 胚 于 有 限 个 环 面 的 连通 和 ,或 同 胚 于 有 限 个 射影 平面 的 连 
通 和 ;这 三 种 曲面 中 的 任意 两 个 都 是 不 同 胚 的 . 

上 述 定理 表明 所 有 闭 曲 面 可 分 为 三 大 类 : 

(1) 球 面 ; 

(2) 有 限 个 环 面 的 连通 和 ; 

(3) 有 限 个 射影 平面 的 连通 和 . 

注 “ 分 类 定理 的 证 明 将 在 下 节 给 出 , 它 需 借助 于 构造 标准 闭 
曲面 的 模型 ,及 其 标准 符号 表示 式 ,我 们 现在 先 为 此 作 些 准备 . 


3.2.2 闭 曲 面 的 符号 表示 式 
1. 环 面 的 连通 和 
将 欧 氏 平面 R° 中 的 矩形 (如 图 3. 2. 1 所 示 ) 沿 箭头 指示 的 方 
向 成 对 地 粘 合 对 应 边 所 得 到 的 商 空 间 即 为 环 面 . 
b 


图 3.2.1 环 面 T° 
ik T,,T, 为 两 个 环 面 ,为 了 得 到 环 面 T, 与 T, 的 连通 和 , 首 
先 在 环 面 T 与 T。 上 分 别 挖 去 一 个 洞 IntD, 与 IntD: ,它们 的 边 
界 分 别 为 C! 和 C, ,然后 将 各 控 去 一 个 洞 的 环 面 , 即 Ti NintD, 与 
TiN\IntD; 沿 箭头 指示 的 方向 把 C, 15 C, 粘 合 起 来 ,这 样 所 得 到 的 
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商 空间 即 为 环 面 T 与 T: BEAM T, # T, ,所 以 两 个 环 面 的 连 
通 和 可 以 看 作 由 一 个 八 边 形 沿 着 箭头 指示 的 方向 成 对 地 粘 合 其 对 
应 边 所 得 到 的 商 空 间 ( 如 图 3. 2. 2). 

用 同样 的 方法 可 构造 出 二 个 环 面 Ti Te, T, BEAAM T, 
# 了 Ts 井 … 井 了 T, 即 由 42 边 形 沿 着 箭头 指示 的 方向 成 对 地 粘 合 其 
对 应 边 所 得 到 的 商 空间 (如 图 3. 2. 3 所 示 ). 

2. 射影 平面 的 连通 和 

将 圆 盘 D° 中 边界 上 的 对 径 点 烙 合 起 来 所 得 到 的 商 空 间 即 为 
射影 平面 已 : , 换 名 话说 ,将 一 个 弯曲 两 边 形 ( 同 胚 于 圆 盘 D° ) 的 对 
边 反 向 粘 合 起 来 所 得 到 的 商 空间 就 是 射影 平面 (如 图 3.2.4 所 
示 ). 

É Pi , P, 为 两 个 射影 平面 ,为 了 得 到 P, 与 P, 的 连通 和 , 首 
先 在 射影 平面 P, . P, 上 分 别 挖 去 一 个 洞 IntDi 与 IntD;, 洞 的 边 
界 分 别 为 c 和 c ,然后 将 各 挖 去 一 个 洞 的 射影 平面 , 即 P, NIntD, 
与 P,NIntD, 沿 着 箭头 指示 的 方向 把 c, 与 cs 粘 合 起 来 ,这 样 所 得 
到 的 商 空 间 即 为 射影 平面 P, 与 P, 的 连通 和 Pi # Pa( 如 图 3. 2.5 
所 示 ). 所 以 两 个 射影 平面 的 连通 和 可 以 看 作 由 一 个 四 边 形 沿 着 箭 
头 指示 的 方向 成 对 粘 合 其 对 应 边 所 得 到 的 商 空间 . 

用 同样 的 方法 可 构造 出 ”个 射影 平面 P,, Pe Pa 的 连通 
和 P, # P,# 了 Ps:#… 间 P, 即 由 22 边 形 沿 着 箭头 指示 的 方向 成 对 
粘 合 其 对 应 边 所 得 到 的 商 空间 (如 图 3. 2. 6 所 示 ). 

最 后 ,球面 可 看 成 顺 向 粘 合 二 边 形 的 对 边 而 形成 的 商 空间 (如 
图 3. 2.7 所 示 ). 

综合 以 上 考察 可 知 ,分 类 定理 中 提 及 的 闭 曲面 都 可 以 看 作 由 
一 个 多 边 形 将 其 边 成 对 地 粘 合 起 来 所 得 到 的 商 空 间 , 从 而 对 这 些 
闭 曲 面 可 以 引入 一 种 方便 的 表示 ,其 方法 如 下 : 

首先 对 多 边 形 任意 指定 一 个 周 向 (如 首 时 针 方 向 ), 其 次 对 多 
边 形 的 边 都 标 上 字母 ,如 a,p,c…， 相 互 粘 合 的 边 标 以 相同 字母 ， 
不 是 粘 合 的 边 标 以 不 同 字母 ,并且 对 每 条 边 都 指定 一 方向 (用 箭头 
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b, ' 
| ， b; 
x 
a 


与 2 
a T, 
( ) 


a, 
b, i 
a; 
a 
b 
| 7 


22 
面 
个 环 
个 洞 的 两 
去 一 
各 控 
(b) 


Ci 


b, 


连通 和 
的 连 

5; T, 

个 环 面 TT 

两 

(c) 


3. 2. 2 
图 


a, 


a, 


图 3. 2.3 ?个 环 面 的 连通 和 


图 3.2.4 射影 平面 P2 

表示 ) ,以 表示 对 应 边 的 粘 合 方式 ,如 果 边 的 指向 同 多 边 形 的 周 向 
一 致 , 则 在 表示 该 边 字 母 的 右上 角 标 以 十 1( 或 不 标记 ) ,否则 , 则 在 
表示 该 边 字 母 的 右上 角 标 以 一 1, 最 后 沿 着 多 边 形 指定 的 周 向 依次 


写 出 带 有 上 标的 字母 ,从 而 便 得 出 分 类 定理 中 闭 曲 面 的 符号 表示 
式 


d) RE S aa 

(2) n 个 射影 平面 的 连通 和 Pi H P. HeH P, : 
QiQdid2Q2""" dndn; 

(3) nn 个 环 面 的 连通 和 本 # T, Heet T, : 


1 1; -i 
aibiai br 'azbzaz bz tanba; b3). 
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a, o 
a, 
a, 
a, 
a, 
Cl c, 
a, a, 


(a) 各 挖 去 一 个 洞 的 二 射影 平面 


(b) 两 个 射影 平面 的 连通 和 


图 3. 2.5 
反之 ,如 此 符号 表示 式 也 确定 相应 的 闭 曲面 ,所 以 上 述 表 示 式 
称 为 相应 闭 曲 面 符号 表示 式 的 标准 形式 . 
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图 3.2.6 zn 个 射影 平面 的 连通 和 


1. 证 明 ; 射 影 平面 与 自己 的 连通 和 是 Klein ER. 

2. 环 面 与 射影 平面 的 连通 和 是 什么 ? 

3. 设 曲面 5 二 nT#mP? ,m,n 之 1, 试 间 与 S 同 胚 的 标准 曲面 
为 何 ? 

4. 设 S 是 一 曲面 ,证 明 S 必 同 胚 于 下 列 曲 面 之 一 

(1) S:#nT;(2) P. #nT; (3) K#nT 
其 中 下 是 Klein JR ,n2>0. 
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5, 若 从 闭 曲面 上 挖 去 两 个 不 相交 图 盘 之 内 部 ,并 将 所 得 二 边 
界 焊接 ,将 会 有 何 结果 ? 

6. 假定 每 个 紧 致 曲面 均 可 单纯 谢 分 ,证 明 紧 致 曲面 的 边界 ， 
假若 非 空 的 话 , 它 是 由 有 限 多 个 不 相交 的 圆周 组 成 . 

7. 证 明 ;任何 紧 连通 曲面 必 间 上 胚 于 从 一 个 闭 曲 面 挖 去 有 限 多 
个 互 不 相交 圆 盘 内 部 而 得 的 空间 . 


“3.3 闭 曲 面 拓扑 分 类 和 定理 的 证 明 


3.3.1 定理 的 证 明 为 了 进一步 讨论 的 需要 , 须 假 定 曲面 是 
可 以 单纯 前 分 的 . 1925 年 , 工 。 Radó 证 明了 现在 认为 是 经 典 的 结 
果 .“ 紧 曲面 可 三 角 剖 分 "(当然 闭 面 可 三 角 剖 分 ). 对 此 结论 这 里 不 
予 证 明 . 下 面 分 儿 个 步骤 证 明 闭 曲面 的 拓扑 分 类 定理 ，; 

Q) 设 X 是 任意 一 个 闭 曲面 , 则 X 必 同 胚 于 由 某 一 多 边 形成 
对 粘 合 其 对 应 边 所 得 到 的 商 空间 ,并 有 相应 的 符号 表示 式 . 

证 明 设 闭 曲面 X 的 单纯 襄 分 为 开 ,并且 不 妨 设 复 形 KK 的 2 
维 单 形 可 以 排 成 如 下 顺序 


Ti T2 9 Ta 


而 z, 与 Us, 至 少 相交 于 一 个 1 维 单 形 . 
在 欧 氏 平面 R: 上 构造 一 个 复 形 工 如下， 


设 z = (a q a) C R, 

ES & Clr > Clr, 

使 得 
和 (ec ) = a, G = 0,1,2), 
Ga. sa Y?) = (a,,a,) G), 
e (Z) = m. 


则 ç, 是 单 满 单纯 映射 , 即 单纯 同 构 ， 
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图 3.3.1 
取 1 维 单 形 e € K ,使 得 
@ = z fl m. 
令 Ei le) =e, WI e = Ca nar) We = (au a). B a", € 
R ,使 得 z (a. a a" E R 中 的 2 Eé JE, Br Yr, = e. 


a, 
`x 
` 
` 
à S 
`a; 
<egs  . "s s , 
工 2 
`a Z 
2 23 Pá 
, 
ao Pá 
' 


, 
a, 


图 3.3.2 
如 此 继续 下 去 ,经 过 有 限 次 最 后 可 得 一 串 2 维 单 形 
PaT r, 
使 得 
:一 1 
DANAU =e, 是 1 维 单 形 ,i 一 2,3,… ,az， 
2) t. : Cl zr ,一 Clr, 是 单纯 同 构 ,i=1,2,… S 
L:= {zc ,及 其 各 面 ; i = 1,2,*… ,Qs)， 
则 工 是 一 个 复 形 , 且 |L| 是 欧 氏 平面 上 的 mw 二 a; 十 2 边 形 , 记 作 
P, P,--- P, ,其 中 P, 表示 多 边 形 的 顶点 , 且 以 逆 时 针 方 向 排列 . < 
69 


£: L— K 
使 得 
q: = £, : Cr’, — Clr, i = 1,2," sas 
则 “是 单纯 映射 ,所 以 由 上 诱导 出 的 单纯 映射 
£:|L|—| K | 

ROESP 800, LAA 记 由 了 导出 的 | 工 | 上 的 等 价 关系 为 一 , 则 
商 空间 | 工 |/ 一 同 胚 于 | 天 | ,从 而 同 胚 于 闭 曲面 X. 以 上 表明 ,对 于 
给 定 的 闭 曲 面 X 可 以 看 作 依 某 种 方式 (由 “决定 的 ) 成 对 地 粘 合 
m BJ ILI = P, P Pn 的 边 所 得 到 的 商 空间 . 

对 于 这 样 的 闭 曲面 引入 符号 表示 ,其 方法 如 下 2 af ( 简 记 为 
ai) = P. P, , BI ai 表示 有 向 线段 已 忆 IE E P. Pr, PP,,…， 
PP 都 已 用 带 上 标的 字母 标 好 ,现在 对 于 Pan Pa, 着 
5CB Pa ACP, Pr), CP, Pa) se, çC PP ), 则 可 用 任意 一 
个 没 用 过 的 字母 表示 Pi Pao # Paa Pn) =e PPa) 1< 
hL K 5CP, =5(CP,) 时 ,用 表示 五 巨 ,的 带 有 上 标的 字母 ， 
不 妨 设 是 x SRP. P. ,否则 ,用 xz RR Pa Poe BARKE 
出 表示 边 的 带 有 上 标的 字母 , 即 为 给 定 闭 面 X 的 符号 表示 式 . 

例如 ,图 3. 3. 3 给 出 的 Klein Mo ABER: aaa a. 


a, 


a 
a, > 2 


a, 


图 3. 3. 3 


(2) 将 闭 曲 面 的 符号 表示 式 变换 为 标准 形式 , 即 变换 为 球面 
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F : aa ! 或 

对 个 环 面 的 连通 和 了 # T, # --- # T, : 

aibiai bi tanba, b7), 

sk. n TAREFA Pa # P, HeH Pa: 

如 上 所 述 ,一 个 闭 曲面 XX 必 同 胚 于 由 某 个 m 边 形 以 某 种 方式 
成 对 地 粘 合 其 对 应 边 所 得 到 的 商 空间 . 具有 粘 合 边 的 这 样 的 多 边 
形 记 作 Q ,在 其 相对 应 的 闭 曲面 符号 表示 式 中 用 同一 字母 表示 的 
一 对 边 , 则 互 称 为 对 应 边 . 如 果 其 相同 字母 的 上 标 不 相同 , 则 这 一 
对 对 应 边 称 为 第 一 种 对 应 边 ,否则 , 称 为 第 二 种 对 应 边 . 

以 下 将 通过 五 个 步骤 把 所 得 到 的 闭 曲 面 的 符号 表示 式 变换 为 
标准 形式 ， 

1) 消去 第 一 种 相 邻 对 应 边 

若 闭 曲面 X 的 符号 表示 式 为 …aa !…，, 这 表明 Q 中 出 现 了 第 
一 种 相 邻 对 应 边 , 则 可 按 如 下 方式 消去 闭 曲面 符号 表示 式 中 的 
aa ,从 而 从 Q 中 消去 了 一 对 第 一 种 相 邻 对 应 边 ( 如 图 3. 3. 4). 


图 3.3.4 消去 第 一 种 相 邻 对 应 边 
于 是 如 此 继续 下 去 ,最 后 可 得 一 个 多 边 形 , 它 不 出 现 第 一 种 相 
邻 对 应 边 ; 或 得 到 一 个 二 边 形 , 它 的 边 必须 为 对 应 边 , 从 而 相应 的 
闭 曲 面 有 符号 表示 式 :zz 或 zz ,此 即 为 标准 形式 .所 以 不 妨 设 
最 后 得 到 的 多 边 形 ,其 边 数 之 4, 且 不 出 现 第 一 种 相 邻 对 应 边 , 记 这 
个 多 边 形 为 M. 


a 


<-- 
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2) 变换 多 边 形 使 其 项 点 粘 合 为 一 点 
对 于 多 边 形 Q1 ,虽然 其 边 是 成 对 粘 合 的 ,但 其 顶点 未 必 能 粘 
合 为 一 点 ,不 妨 设 0; 的 顶点 不 能 粘 合 为 一 点 ,于 是 必 有 一 边 m= 


PQ 使 顶点 与 Q 不 粘 合 为 一 点 . 又 设 与 顶点 P 关联 的 另 一 条 边 


为 a=RP, 沿 着 c 二 RQ 切割 多 边 形 Q, 成 为 人 PQR 与 多 边 形 z, 
则 与 a 相对 应 的 边 必 在 多 边 形 x 上 ,将 八 PQR 与 多 边 形 x 沿 着 字 
母 a 代表 的 边 粘 合 起 来 , 则 得 到 一 个 新 多 边 形 , 记 作 Q'.. 对 于 
V ,用 字母 P 表示 的 顶点 的 个 数 减少 一 个 ,而 用 字母 Q 表示 的 顶 
点 的 个 数 增加 一 个 . 若 在 9'1 中 出 现 了 第 一 种 相 邻 对 应 边 , 则 可 重 
复 第 一 步 的 方法 ,消去 第 一 种 相 邻 对 应 边 ,否则 ,重复 第 二 步 的 方 
法 ,减少 字母 已 表示 的 顶点 的 数目 , 当 用 P 表示 的 顶点 的 数目 为 
1 时 , 则 必然 出 现 第 一 种 相 邻 对 应 边 ， 消去 这 样 的 相 邻 对 应 边 后 ， 
那么 用 字母 P 表示 的 顶点 就 消失 了 . 


图 3. 3.5 减少 已 点 的 数目 
重复 使 用 以 上 方法 ,最 后 要 么 得 到 一 个 二 边 形 , 它 的 边 必 为 对 
应 边 ,因而 相应 的 闭 曲 面 有 符号 表示 式 xz 或 zz ,此 即 为 标准 形 
式 ;要 么 得 到 一 个 顶点 都 粘 合 为 一 点 的 多 边 形 , 且 没 有 第 一 种 相 邻 
对 应 边 ,而 边 数 宇 4, 成 对 地 粘 合 其 边 所 得 到 的 商 空间 即 为 闭 曲 面 
X, 记 这 多 边 形 为 Q. 
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3) 构造 第 二 种 相 邻 对 应 边 

如 果 多 边 形 0: 中 出 现 了 第 二 种 对 应 边 , 则 可 通过 如 3. 3.6 
图 所 示 的 方法 变换 为 第 二 种 相 邻 对 应 边 . 不 妨 设 Q, 有 第 二 种 对 
应 边 ,但 不 是 相 邻 的 ,从 而 相对 应 的 闭 曲 面 有 符号 表示 式 : 


CC 


0 


图 3. 3.6 构造 第 二 种 相 邻 对 应 边 

如 图 3. 3. 6 所 示 , 沿 着 虚线 a 表示 的 边 切割 多 边 形 Q, 然后 再 
沿 着 字母 c 表示 的 一 对 对 应 边 粘 合 起 来 即 求 得 第 二 种 相 邻 对 应 
边 , 相 对 应 的 闭 曲 面 有 符号 表示 式 :…aa…. 

如 此 继续 下 去 .将 第 二 种 对 应 边 都 变 为 相 邻 的 ,最 后 要 人 么 可 得 
一 个 多 边 形 成 对 粘 合 其 边 所 得 到 的 商 空间 即 为 闭 曲 面 X, 且 有 符 
号 表示 式 

aaa a Anp 

即 为 ”个 射影 平面 的 连通 和 的 符号 表示 式 , 此 即 为 所 求 的 标准 形 
式 ; 要 么 得 到 一 个 多 边 形 ,在 它 构造 完 第 二 种 相 邻 边 后 ,还 出 现 第 
一 种 对 应 边 , 记 这 个 多 边 形 为 Q. 

4) 构造 第 一 种 对 应 边 对 

对 于 不 存在 第 二 种 对 应 边 的 多 边 形 Qs ,或 构造 完 第 二 种 相 邻 
对 应 边 的 多 边 形 0Q: , 若 出 现 第 一 种 对 应 边 , 则 至 少 出 现 两 对 , 且 互 
相间 隔 ( 若 不 然 , 则 必 导 致 与 已 完成 的 步骤 2) , 即 多 边 形 的 顶点 都 
粘 合 为 一 点 相 矛 盾 ). 因此 ,相应 的 闭 曲面 有 符号 表示 式 

ec 
用 如 3. 3.7 图 所 示 的 方法 变换 多 边 形 O, 或 Q:, 则 相对 应 的 闭 曲 
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面 有 符号 表示 式 
eaba 11... 
aba 'b ! 即 为 所 求 的 第 一 种 对 应 边 对 . 


abc h 


图 3.3.7 构造 第 一 种 对 应 边 对 

如 此 继续 下 去 ,在 构造 完 第 一 种 对 应 边 对 后 ,要么 得 到 闭 曲面 

的 符号 表示 式 为 
aibiai' bilas braz! bz a,b a7 b7.. 

此 即 为 n 个 环 面 连通 和 的 符号 表示 式 , 即 是 标准 形式 ;要 么 得 到 一 
个 多 边 形 , 它 既 含有 第 一 种 对 应 边 对 ,还 含有 第 二 种 相 邻 对 应 边 ， 
记 这 个 多 边 形 为 Q. 

5) 把 一 个 第 一 种 对 应 边 对 与 一 对 第 二 种 相 邻 对 应 边 变换 为 
三 对 第 二 种 相 邻 对 应 边 

对 于 多 边 形 Q, , 设 其 对 应 的 闭 曲面 的 符号 表示 式 为 


则 通过 如 图 3. 3. 8 所 示 的 方法 变换 多 边 形 Q ,使 其 相对 应 的 闭 典 
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型 面 有 符号 表示 式 


* araq ia a, asas" 


图 3.3.8 构造 三 对 第 二 种 相 邻 对 应 边 
如 此 继续 下 去 ,最 后 可 得 闭 曲 面 的 符号 表示 式 
QICIQ2Q2 CnaQn， 
此 为 2 个 射影 平面 连通 和 的 符号 表示 式 , 即 是 标准 形式 . 
综合 上 面 五 步 , 便 证 明了 闭 曲面 分 类 定理 的 第 一 部 分 , 即 任意 
闭 曲面 或 同 胚 于 球面 ,或 同 胚 于 x 个 环 面 的 连通 和 ,或 同 及 于 个 
射影 平面 的 连通 和 .下面 证 明 分 类 定理 中 余下 部 分 的 结论 . 为 此 ， 


T3 


我 们 先 证 下 面 几 个 引 理 


引 理 1 设 X 与 X; 都 是 闭 曲 面 , 则 
X(X, # X2) = X(X,) + X(X,) — 2. 
证 明 不 妨 设 团 曲 面 Xi 与 X, PaA RAAK p) 
(K, ,ps*) ,使 得 
| Kı IAIK: |= = (2 维 单 形 ) € Ki U K,. 
令 L=K, UK:-— {ð}, 
则 复 形 工 是 闭 曲 面 X, # X, 的 一 个 单纯 剖 分 , 记 a, (L) 39 EJE L 
的 i 维 单 形 的 个 数 , 则 
a (L) = a (Ki) taK) — 2, 
a (L) =a (Ki) +a (K,) —3, 
a (L) = a (K) + as (K,) — 3, 


从 而 
X(L)= aí (L) —aí(L) + as (L) 
= [go (K) —a (Ki) 十 az (Ki)] 
二 [Lao (K,) —a (K) +a (K,)]—3+3~2 
= X(K,) + X(K;) 一 2， 
即 


引 理 2 闭 曲面 都 是 闭 伪 流 形 . 

证 明 首先 球面 是 闭 伪 流 形 . 对 于 ”个 环 面 的 连通 和 与 ”个 
射影 平面 的 连通 和 , 则 可 以 给 出 如 图 3. 3. 9 所 示 的 单纯 剖 分 , 称 之 
为 标准 训 分 ,这 表明 两 者 都 是 闭 伪 流 形 . 所 以 闭 曲面 是 闭 伪 流 形 . 

m= 


3.3.2 EX 若 闭 曲面 的 单纯 前 分 ( 闭 伪 流 形 ) 是 可 定向 的 ， 
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则 称 闭 曲 面 是 可 定向 的 ,否则 称 闭 曲面 是 不 可 定向 的 . 


图 3. 3.9 标准 前 分 
从 上 面 的 引 理 和 定义 可 得 下 表 : 


2. 2 个 环 面 的 连通 和 
3. n 个 射影 平面 连通 和 


从 同调 群 的 拓扑 不 变性 可 知 , 闭 曲面 的 示 性 数 与 定向 性 都 是 
拓扑 不 变 的 ,所 以 由 上 表 可 知 球面 S ,n 个 环 面 的 连通 和 ,以 及 
个 射影 平面 的 连通 和 中 ,任意 两 个 闭 曲 面 都 是 不 同 胚 的 ,其 中 ”一 
1,2,…. 至 此 ,分 类 定理 完全 被 证 明了 . 

从 分 类 定理 可 得 : 


3.3.3 定理 (曲面 拓扑 学 基本 定理 ) 两 个 闭 曲面 同 胚 的 充 要 
条 件 是 它们 的 示 性 数 相 等 ,可 定向 性 相同 . 


3.3.4 定义 球面 S 的 亏 格 ( 亏 数 )g 一 0,n 个 环 面 的 连通 和 
的 亏 格 g 一 n,n 个 射影 平面 的 连通 和 的 亏 格 g =n. 


3.3.5 定理 设 X 为 闭 曲面 
(1) 若 和 可 定向 , 且 亏 格 g=h, i) 
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Z q = 0,2; 
m0 -|z@z@ ~@z q = 1; 
0 其 他 . 
(2) 车 闭 曲面 X 不 可 定向 , 且 亏 格 g==&, 则 
Z q = 0; 
H,(X) = ZOZO" OZOZ q=1; 


k—1 


0 其 他 . 
证 明 从 略 . 


习 题 


1. 下 列 文字 形式 写 出 的 多 边 形 表 示 何 种 类 型 的 曲面 ? 

(1) abcda 'bc ld; 

(2) abacb ldcd; 

(3) abcb de la ld"; 

(4) abca lcdeb"' fed f. 

2. 若 在 环 面 上 挖 去 一 圆 的 内 部 ,然后 把 洞口 的 对 径 点 粘 合 ， 
所 得 曲面 为 何 类 型 ? 

3. 计算 H,(T# P°)=? 

4. 给 定 有 限 生 成 的 Abel # G, ,G; ,而 G: 是 自由 的 . 证明; 必 
3 一 2 维 复 形 K ,使 得 连通 , 且 H OSG , H, (KSG. 


“3.4 紧 致 ,连通 、 带 边 曲 面 的 分 类 


3.4.1 定 义 设 X 为 带 边 曲 面 , 则 X 的 边界 9X 的 连通 分 支 
的 个 数 称 为 带 边 曲面 X 的 边缘 数 . 
显然 , 闭 曲 面 的 边缘 数 一 0 〈 因 为 3X= O); 带 边 曲面 的 边界 的 
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每 一 连通 分 支 都 同 胚 于 圆 S. 


3.4.2 分 类 定理 ”任何 连通 、 紧 致 . 带 边 曲面 必 同 胚 于 下 列 
三 种 曲面 之 一 : 

(1) 有 个 润 的 球面 ; 

(2) 有 R 个 洞 的 ”个 环 面 的 连通 和 ; 

(3) 有 个 洞 的 2” 个 射影 平面 的 连通 和 . 并 且 这 些 曲面 有 符号 
表示 式 : 

(1) 有 上 & 有 个 洞 的 球面 : 

aa lcilicil ssecal cy 3 
(2) 有 上 个 洞 的 2 个 环 面 的 连通 和 : 
abiaTlpTl a,b.aa 7 bz cilici cal,cy vc l,cy s 
(3) 有 R 个 洞 的 ”个 射影 平面 的 连通 和 : 
a,aiasa,a,a,cil cr sc ll cr . 


显然 , 紧 致 连通 的 带 边 曲面 的 单纯 谢 分 都 是 带 边 伪 流 形 . 


3.4.3 定 义 若 紧 致 .连通 的 带 边 曲面 的 单纯 前 分 是 可 定向 
的 ,或 是 不 可 定向 的 , 则 称 这 曲面 是 可 定向 的 ,或 是 不 可 定向 的 . 


3. 4.4 定理 ( 带 边 曲面 拓扑 学 基本 定理 ) 二 紧 致 连通 的 带 边 


曲面 同 胚 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 示 性 数 、 定 向 性 与 边缘 数 . 
i£ ”本 节 定 理 的 证 明 均 从 略 . 
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a) 


4.1 映射 的 同 伦 与 空间 的 伦 型 


4.1.1 定 义 X,Y 为 二 拓扑 空间 ,T= 二 [0,1j, 又 设 fofi? 
XY 都 是 连续 映射 . 若 存 在 连续 映射 
F:XxI—>Y, 
使 得 对 任意 xEX, 有 
F(z,0) = fo Go), 
F(z,1) = fi(x), 
则 称 连续 映射 fo 同 伦 于 f IE 
f> fi: X— Y, 
或 ,之 f 或 简 记 成 六 一 户 ; 称 映射 下 为 从 fs 到 f, 的 -- 个 同 伦 
或 伦 移 . 
令 f(z) 二 F(z,t), 则 得 到 一 个 单 参数 的 连续 映射 族 
(fi: X— Y;t € D). 
如 果 将 t 理解 为 时 间 , 则 广 (X) 为 时 刻 上 时 和 在 了 中 的 像 , 所 以 ， 
当 上 从 0 变 到 1 时 , 伦 移 下 将 映射 f 连续 地 变形 为 fi. 


4.1.2 定 义 BPS: XY, R A ERARI, WEE fo 
是 零 伦 的 . 
BJ 设 X=Y=R", 记 Ie : R"'—R" 为 恒 等 映射 ,而 
c: R'—R" 
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图 4.1.1 


为 常 值 映射 ,使 得 
(R) = zo € R”, 
则 
mm œc: R" — Rr. 
事实 上 , 令 Fa, D= (1—t) <+ to > Jj BË $f 
F: R' X I— R 
是 连续 的 , 且 
F(z,0) = x = Ime (z), 
F(x,1) = xo = c(x). 
所 以 


F 
I œc. 


4.1.3 粘 接 引 理 设 X 为 拓扑 空间 ,X 一 AUB, 其 中 人 ,如 
均 为 X WATR, X 
f: A— Y, 
g: B> Y 
均 为 连续 映射 , 且 
f lans =g lana. 
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Wj h: X>Y 
h) = f(z) <€ A, 
gz) <€ B 
是 连续 映射 . 
证 明 设 下 是 了 中 的 闭 子 集 , 则 
h'(F)= h'(F) n X 
= h (PAN GA U B) 


= (R `(A NA) U A n B> 


= fFF) U g! (P) 


因为 f: A 一 Y 是 连续 映射 ,所 以 广 :CF) 是 子 空间 A 的 闭 子 集 ， 
但 是 A 又 是 X 中 的 闭 集 ,从 而 f°'(F) 是 XX 中 的 闭 集 ,同样 可 知 


g MEE X 中 的 闭 集 ,所 以 kT!1CF) 二 了 1(F)Ug '(F)E X 


中 的 闭 集 , 故 疡 : XY 是 连续 的 . 


4.1.4 推 论 设 X,7 为 拓扑 空间 ,X=AUB,4,B 均 为 X 中 


的 闭 子 集 , 且 f.g: X—>Y 都 连续 , E 
fla = |: A—Y, 
F. 


fls ~g ls : B— Y. 
H Fi [anas =F: | anaxr， 
则 /~g : X>Y. 
证 明 只 需 令 
Fix, t) = {ee r€ A,t € I. 
F:(x,t) <€ B,t: € I, 


则 有 f 之 g. 


4.1.5 定 义 设 ACX 为 X BJ Ts, fo. fi :XY 为 二 连续 
映射 , 若 fo = f, R aEA 时 ,Fa,b) 与 上 无 关 , 即 当 aEA， 
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Fla,t)= fola), t€ I, WFK fo 与 f 是 相对 于 A 同 伦 的 , 记 作 fo 
二 hi(relA) 或 二 aa 放 ; 此 时 ,还 称 下 为 相对 于 A 的 同 伦 或 伦 移 . 

H1S X=I,A=(0) C X, HE fos f, , F 如 图 4.1.2 所 
Z. 


4.1.2 
则 f, 与 有 i 是 相对 于 A 的 同 伦 映射 . 
例 2 $ X=IA=(0,1)H Y ÆR 中 的 一 个 圆 环 ,映射 fon 
fi F WK 4.1.3 所 示 ， 


图 4.1.3 
则 与 有 i 是 同 伦 的 ,但 它们 不 是 相对 于 A 同 伦 的 . 


4.1.6 定理 ”从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 连续 映射 作成 
的 集合 Y 中 ,映射 的 同 伦 关 系 是 一 等 价 关系 . 
证 明 O) RAHE 
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设 f : X-=Y 是 连续 映射 , 令 
F(z,t) = f(x), 
MJ 
太一 入 X— Yi 
(2) 对 称 性 
ië fg : XY, 令 
G(xz,t) = F(z=,1 — t), 
则 
g>f:X>Y; 
(3) 传递 性 
设 fog B zh ; 令 
Flr,2t) (0 雪上 二 1/2)， 
G(z,22—1) (1⁄2< :<1), 
则 =n. 所 以 集合 Yx 中 的 连续 映射 的 同 伦 关系 二 是 一 个 等 价 关 
系 . G 
HIET A, E Y*= (f, f: X—Y 为 连续 映射 } 中 , 依 映射 同 伦 
关系 之 分 可 成 等 价 类 ,每 一 个 等 价 类 称 作 一 个 同 伦 类 . 


H(z,t) = 


4.1.7 定理 设 X,Y,Z 均 为 拓扑 空间 ,又 设 
fo Zf : X—Y, 
go Ag :Y— Z, 
则 
g. fo — gfi: X — Z. 
证 明 EER /,— f, : XY, 
H = goF, 
MJ H : XX I>Z 为 连续 映射 , 且 
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H(x,0) 一 goF (zx,0) 一 gofo (z), 
H(zx,1) = g. F(xz=,1) = go f. (x), 


所 以 
H 
go fo — go f: : X — Z. 
再 据 题 设 
So “8° 
< 


K(z, b) = G(fi (zx) ,1), 
则 K : XXI>Z 是 连续 映射 , 且 
K(xz,0) = G(fi (x),0) = ge fi (x), 
K(z,1) = G(fi(7x),1) = g fil), 


所 以 m f = g. f. : X — Z. 


由 映射 同 伦 关系 的 传递 性 , 则 有 
gofo — g. fJ : X — Z. 


4.1.8 定义 设 X,Y 为 拓扑 空间 , 若 存在 连续 映射 


f: XY 
与 g: Y — X, 
使 得 
gf = Ix : X — X, 
fg — Iy : Y — Y. 


则 称 拓 扑 空间 X 与 了 是 辐 伦 等 价 的 ;或 称 二 者 有 相同 的 伦 型 . 记 
EXSY. f RAAMI X 到 拓扑 空间 Y 的 一 个 同 伦 等 价 ( 映 


射 ),g 称 为 同 伦 等 价 S E. 


显然 , 同 胚 的 空间 必 是 同 伦 等 价 的 ,所 以 同 伦 等 价 这 一 概念 是 
同 胚 概念 的 推广 ;但 必须 注意 , 同 伦 等 价 的 空间 未 必 同 胚 ,读者 试 


举例 给 以 说 明 . 
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4.1.9 定理 ”拓扑 空间 的 同 伦 等 价 关 系 是 拓扑 空间 之 间 的 一 
个 等 价 关 系 . 
证 明 O 反 身 性 
设 X 为 拓扑 空间 , 则 X 二 XX; 
(2) 对 称 性 
设 X=vY,JijJ Y X; 
(3) 传递 性 
Wë f: X=YY,h : Y> 都 是 同 伦 等 价 ,又 设 g: Y= X. k : Z 
>Y Zr3| E F| 6 64fr f 5 h Z m ANA 
hf: X — Z. 
gk: Z — X, 
均 为 连续 映射 , 且 
(hf)(gbk) = hl fe)k ~ hIyk = hk = Iz, 
(gb)(hf) = hkh) f ~ gIyf = gf = Ix, 
所 以 
hf: X = Z. m 
由 此 可 知 , 依 拓扑 空间 的 同 伦 等 价 关 系 可 将 拓扑 空间 进行 分 
类 ,同一 类 拓扑 空间 具有 相同 的 伦 型 ,不 同类 拓扑 空间 具有 不 同 伦 
型 . 由 于 同 胚 空间 是 同 伦 等 价 的 ,所 以 拓扑 空间 的 同 伦 等 价 分 类 是 
同 胚 分 类 的 一 种 推广 . 
独 点 空间 是 最 简单 的 空间 , 常 值 映射 是 最 简单 的 映射 ,从 同 伦 
的 观点 讨论 它们 是 有 意义 的 . 


4.1. 10 定义 与 独 点 空间 同 伦 等 价 的 拓扑 空 简称 为 可 压缩 
的 . 
例如 D" 是 可 压缩 的 ,更 一 般 地 ,R" 中 的 任意 凸 子 集 是 可 压缩 
的 ,直观 上 ,一 空间 是 可 压缩 的 ,如 果 在 它 自身 的 范围 内 , 它 能 形变 
成 一 点 (一 圆 不 能 在 它 自 身 范围 内 变 为 点 ). 


87 


4.1.11 定理 拓扑 空间 X 是 可 压缩 的 , 当 且 仅 当 恒 等 映射 
Ix ; X— X 是 零 伦 的 . 

证 明 设 pt 表示 由 一 点 构成 的 拓扑 空 间 . 车 拓扑 空间 X 是 
可 压缩 的 , 则 存在 连续 映射 


f: X — pt 
与 g: bt — X, 
使 
gf >l: X — X, 
H fg = IL, : pt — pt. 
由 于 gf: XX 是 常 值 映射 ,所 以 X 上 的 恒 等 映 射 


Ix : X — X 
是 零 伦 的 . KZ REFRA Ix: Xx 是 零 伦 的 , 则 有 常 值 映射 
c: X>X, 4 | 


Ix = c : X — X. 
令 
fi X—p W fa) = pt, 
gih— X 使 得 g(pt) = c(X). 
则 
gf = c= Ix : X — X, 
fg = L, : Pt — bt, 
所 以 
X — pt. 
即 拓扑 空间 X 是 可 压缩 的 . 
习 题 


1. 证 明 连 续 映 射 / : SX 是 零 伦 的 全 存在 连续 映射 
g: Dx, fË gS = f. 
2. 证 明 ; 连 续 映 射 f : X— Y f f 可 扩张 到 CX : = 
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XXI/XX1L 上 . 

3. 证 明 : 若 连续 映射 f. X-— S" 不满, 则 / 零 伦 . 

4. 证 明 : 若 二 fi (relA) : X—Y,g : Y— Z, WJ 

gfo = gf  (re]A). 

5. 证 明 :S" 的 任何 旋转 都 同 伦 于 S" 的 恒 等 映 射 . 

6. 证 明 : 车 XX 与 Y 同 伦 等 价 ,X 与 Y 也 同 伦 等 价 , 则 X x x” 
与 YXY 同 伦 等 价 ,还 证 明 对 VY 空间 X, CX 可 缩 . 

7. 设 f 二 g : S'—X RKE D° U ,X 同 伦 等 价 于 UsX, 其 中 
D'U X=D: | X/zr~flz), 


8. 求证 圆柱 面 与 Möbius 带 都 与 圆周 同 伦 等 价 . 
9. 证 明 下 列 三 空间 是 互相 同 伦 等 价 的 . 

(1) RE S 加 一 条 直径 ; 

(2) 在 环 面 的 一 纬 圆 上 粘 接 一 圆 盘 ; 

(3) 球面 S 加 一 圆周 S' ,使 它们 相 切 . 

10. 证 明 到 可 缩 空间 的 任 二 映射 都 是 同 伦 的 . 


4.2 道路 .道路 类 


4.2.1 定 义 设 X 为 拓扑 空间 , 则 连续 映射 
a: I> X 
称 为 拓扑 空间 X 中 的 一 条 道路 ;zo 二 a(0) ,zi = 一 wx(1) 分 别称 为 道 
路 a 的 始点 与 终点 . 


4.2.2 定 义 Bap: I~X 是 拓扑 空间 XX 中 的 两 条 道路 , 且 
具有 相同 的 始点 z = 二 a(0) 二 BC(0) 与 终点 n =a (1) =8(1) , 若 存 在 
连续 映射 

F: IX I— X, 
89 


使 得 对 于 任意 的 s,:€E1, 有 


F(s,0) = a(s), 
F(s,1) = 86s), 
F(0,1) = Xo, 
F(1,1) = z. 


则 称 拓扑 空间 X 中 的 道路 a 与 8 是 道路 同 伦 的 ,或 等 价 的 , 记 作 a 
人 8,F 称 为 连接 道路 a 与 8 之 间 的 道路 同 伦 . 


, (—— 


L | 一 一 一 


图 4.2.1 


4.2.3 定 理 设 X 是 拓扑 空间 , 则 X 中 的 道路 同 伦 ( 等 价 ) 关 
系 一 是 一 个 等 价 关系 . 

证 明 直接 验证 即 可 . E 

可 见 ,在 拓扑 室 间 X 中 以 给 定点 zoyzi 分 别 为 始点 与 终点 的 
全 体 道路 集合 上 可 以 道路 等 价 关系 分 成 等 价 类 . 若 a X 中 从 zo 
到 zi 的 一 条 道路 , 则 拓扑 空间 X 中 道路 a 所 在 的 道路 类 以 Laj 记 
之 . 

例 设 X= 展 一 (0}, 称 其 为 穿孔 平面 

设 道路 a : I>X, 使 得 

a(s) = (cosns sins) € X 
与 道路 8: I>X, 使 得 
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BC) = (cosxs ,2sinxs). 
令 FF(s,t) 二 (1 一 fal(s) 十 1B(5), 则 a 与 8 是 等 价 的 道路 . 
再 令 ,道路 y : [一 X, 使 得 
y(s) = (cosxs, — sinzs) € X, 
则 道路 < 与 y 虽 有 相同 的 始点 与 终点 ,但 不 存在 联结 道路 x 15 y 
的 道路 同 伦 . 这 在 直观 上 是 明显 的 , 即 不 能 将 形变 到 7 再 穿 过 O 
点 的 洞 时 而 不 破坏 其 连续 性 . 


图 4.2.2 


4.2.4 定 义 设 c;p8:TI 一 X 是 拓扑 空间 中 的 两 条 道路 , 且 满 
É: 
a(1) = z, = 80), 
令 
a (2s) 0 < s< 1⁄2, 
BC2s—1) 1⁄2 < s < 1. 
Mj z 8: IX DEX 中 的 一 条 道路 , 称 其 为 道路 a 与 8 的 积 . 


(a * Ü) (s) = 


4.2.5 定理 设 a,a ;B,B 都 是 拓扑 空间 X 中 的 道路 , 且 满 
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a Za’ : I— X, 

8 字 B :I— X, 

a(1) = 8(0). 
M] a * pa * 8 , Ë a * B 55 a” * 8 EMEN X 中 的 等 价 道路 . 

证 明 据 题 设 可 令 下 是 连接 道路 5a 之 间 的 道路 同 伦 ,G 

是 连接 道路 8 与 8 之 间 的 道路 同 伦 , 令 H : IX [~X, 使 得 
F(2s,t), OKs 1/2, 
G(2s—1,), 1⁄2 < s< 1. 
则 瑟 是 连接 道路 a x B 与 a x* 之 间 的 道路 同 伦 , 即 a x Ba x 
p. = 


H(s,t) = 


4.2.6 定 义 设 a,8 均 为 拓扑 空间 X 的 道路 ,其 中 a (1) = 
pO , M| < 
[a] ° Le] = La x 8], 
称 其 为 拓扑 空间 X 中 的 道路 类 [aj 与 [8j 的 积 . 


4.2.7 定义 Ba: IX 是 拓扑 空间 X 中 一 条 以 zx。 二 a(0) 
为 始点 ,zi 二 a(1) 为 终点 的 道路 , 令 a(s)=a(1—s) , WI 
a:I—X 
是 拓扑 空间 X PUA z, 为 始点 ,ze 为 终点 的 一 条 道路 , 称 其 为 道路 
a 的 逆 道路 . 


4.2.8 定理 ” 设 a,8 都 是 拓扑 空间 X 中 的 道路 , 若 
azk: I— X, 
则 
a= 8: I— X. 
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证 明 PERTIS F R.E k iB Rë a 与 8 之 间 的 道路 同 伦 ,再 
令 
G: IX I— X, 
使 
G(s,t) = F(1 —s,t. 
则 G 是 连接 道路 a 与 8 之 间 的 道路 同 伦 , 即 
a = 8. m= 


4.2.9 定 义 Ba: IX ERZA X 中 的 一 条 道路 , 令 
[a] = [a], 
称 [w] 为 道路 类 [oq 的 送 . 


4. 2. 10 定理 ”运算 .在 给 定 拓扑 空间 X 的 道路 类 集合 上 是 完 
全 确定 的 , 且 满 足 
(1) AEW Alal CEDA EX. W 
[a] ([8) » EYD = Eal 。 [8]) ° Ly]; 
(2) CFfEir fE uu) # a 是 拓扑 空间 X 中 的 ze 为 始 
点 zl 为 终点 的 一 条 道路 , 则 
[a] ° [cn = La], 
Cen 1° [a] = [a], 
其 中 c, : I> X 为 常 值 映射 ,使 得 
c (D = z € x. 
(3)〔 存 在 逆 元 ) 车 a 是 拓扑 空间 X 中 以 zo 为 始点 z, 为 终 
点 的 一 条 道路 , 则 
[aJ ° [a] = [cs J, 
且 


[a] ° [aJ = [cn 1. 
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证 明 HER A. 2.5 可 知 运算 "在 拓扑 空间 X 的 道路 类 的 集 
合 上 是 确定 的 . 
(1) 设 拓扑 空间 X 中 道路 ,8 与 y, 满 足 c(0) 一 zoya(1) 一 
BO Sr pS OSa yO FEA 
alás), 0 < s< 1/4, 
tepina -je 1⁄4 < s< 1⁄2, 
y2s— 1), 1⁄2< s< 1. 
a(2s), 0< s< 1⁄2, 
(a * (Bx y))(s) -ee 1/2 < s < 3⁄4, 
yds—3), 3⁄4 < s< 1. 


令 
4s 1 十 上 
e(n) 0 < s < 4 ° 
Fls,t) = 8(4 一 :一 1)， Lt < <š, 
45 一 上 一 2 Li 十 2 
( 2 一 上 )， 4 Sss! 
则 


F : 1XI>X 是 连续 映射 , 且 
al4s), 0 < s< 1⁄4, 
paos ge 1⁄4 < s< 1⁄2, 
y(2s—1), 1⁄2 < s< 1. 
= ((a * Ü) x y) (s); 
a(2s), 0 < s< 1⁄2, 
repa aD, 1/2 < s< 3⁄4, 
yds—3), 3⁄4 < s< 1. 
= (a * (Bx y))(s); 


F(0,t) = a(0) = Tos 
FA, = y(1) = z. 
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所 以 上 是 连接 道路 (a x D x y Ej a x (8x7) 之 间 的 道路 同 伦 , 即 
Ca x P) * Y ~a x (BY). 
从 而 得 
([a] ° CED ° [y] = [a] ° (L8] 。 [y]. 
2) 据 题 设 , 令 
cm (s) = Xo, 0 < s < 
FG = 2 1 一 : 1—t 
(he) ei 
HJ F: IXI>X 是 连续 映射 , 且 
Zos 0< s< 1⁄2, 
a(2s— 1), 1/⁄2< s=<1 


一 (c; xa)(s), 


tn 


F(s,0)= | 


Tos s=0, 
F(s, 1) = | 
als), 0<s=<1 
= a(s), 


F(0,t) = tro, FA,t) = a(1) = z. 

所 以 ,F 是 连接 道路 c。 * a 与 a 之 间 的 道路 同 伦 , 即 
Cz wasa, 
从 而 得 
Len ] ° La] = [a]. 
同样 可 证 : [aj*[c ]=[aJ. 
(3) EAR, S 

a(2s), 0<s+=< 1⁄2, 
a(2⁄(1—s)), 1⁄/2< s< 1. 
则 下 :TXT 一 X 是 连续 映射 , 且 
al0) = x+, O< s< 1⁄2, 
a(0) = x, 1⁄2 < s< 1. 


F(s,t) 一 | 


F(s,0)= I 
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= cs Gs). 


a(2s), 0=<s=<1⁄2, 
F(s,1) = 
a(2—2s) =a(2s—1), 1/2< s<1 
= (e *a)(s). 


F(0,1) = a(0) = xi, 
F(l,2) = a(0)> = To. 
所 以 ,下 是 连接 道路 c。 与 axa 之 间 的 道路 同 伦 , 即 


Cx 宇和“ ay， 


从 而 得 
Cen] = La] ° [a]. 
同样 可 证 ， 
[a] ° [a] = [ec 1. m 
J g 


1. 试 在 某 空间 X 中 给 出 三 道路 ai,azs,a;, 使 得 o, (1) = 
az(0) ,az(1) 一 as(0)， 且 满足 下 列 二 条 件 之 一 : 

(1) Car * az) * a, =a * (az * as); 

(2) (m * az) * as 天 al * Ca: * as). 

2. 设 a: IX 为 一 道路 ,而 h: II 5368622088 E R h 
(0) =0,A (1) =1, RHE h~a. 

3. 设 有 了 工 的 一 个 分 割 Sn Si < =1 及 道路 a : [一 X, 若 
定义 a(t) =al E) to t tt ) sa: (=at) ti Htt) ,求证 

Ql * a: “a. 

你 还 能 将 上 面 结论 推广 吗 ? 试 试看 ! 

4. % X=U, UU, M U, ,U, 均 为 X 的 开 子 集 , 求 证 X 中 的 
任 一 道路 类 [Laj 均 可 表 为 

Ca] = [a] ° [az] ° +=: o [a], 
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这 里 每 =, 要么 是 U, 中 的 道路 ,要 么 是 U, 中 的 道路 . 

5.〈1) ER: h: (0,1) 一 (0,1) 是 同 胚 , 则 存在 唯一 的 扩张 
mE f : [o,1]—[0,11. 

(2) 证 明 : 吞 :50,1]->[0,1j 是 同 胚 , 则 

fC{0},(1))= {0,1). 

(3) a n: [0,1]>X 均 为 同 胚 道路 , 且 a([0,1]) 二 &[0,1])， 
则 要 么 a>, EA a 二 p. 

(4) Bap IHH X 中 的 闭 道路 , 且 al(0,1) ,B81(0,1) 均 为 同 
胚 ,证 明 ; 若 a([0,11)==B([0,1]) 有 ac{0,1)) 二 8({0,1})). 则 a 二 Bp 
R a >p. 

6. Ha: [0,1] >X,8: [0,1] >Y DIEE EA z, € X fll yo 
EY 的 二 闭路 (参看 定义 4. 3,1) ,而 设 i: XXXY,i(zx) 二 (zx, 加)， 
j:Y>XXY,j(y) =l, DHEA, WEA Cia) x (78) 和 (78) x 
Ga) fE XX Y 中 是 等 价 的 . 


4.3 Æ 本 群 


4.3.1 定 义 设 a:I>X 是 拓扑 空间 X 中 一 条 道路 , 若 a(0) 
=a(1)= zo € X ,JIJ#K a 29 X 中 以 xz。 为 基点 的 一 条 闭路 或 回路 . 
拓扑 空间 X 中 的 都 以 ze 为 基点 的 两 条 闭路 a 与 8 称 作 等 价 的 ,或 
闭路 同 伦 的 ,如 果 a 与 8 作为 道路 是 等 价 的 , 仍 以 ap 记 之 . 


4. 3,2 定理 设立 为 拓扑 空间 ,x。E X, 
Q(X,xo) :二 {aja E&E X 中 以 zo 为 基点 的 闭路 )， 
[ea]: = (8€ Q(X,zo) sa =p, 
m (X,z) := {Lalya € Q(X,zxo)). 
则 z, (CCX,zo) 在 道路 类 乘法 运算 。 下 构成 一 个 群 , 称 其 为 拓扑 空间 
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X 的 以 z 点 为 基点 的 基本 群 , 或 1 维 同 伦 群 
证 阴 ”所 定理 4. 2. 10 即 可 得 证 . m 
注 mr(CX,zo) 未 必 是 Abel 群 . 


4.3.3 定 理 设 X 为 道路 连通 拓扑 空间 , 则 对 于 任意 的 zo， 


z€ X,# 
m (X,z;) < m (X ,zi). 


证 明 因为 拓扑 空间 X 是 道路 连通 的 ,所 以 对 于 任意 两 点 


Xo ,EX, 存 在 道路 
w’ I> X, 


使 得 e (0)= ro ,6 (1) = zx. 
设 [a]Em( 久 ,xo)，, 令 
wa aD : =[oJe[a]e[e]€ m (Xz), 
则 WW m(X,z,)—>m (Xr) — Bh j. 
车 [a],[8jE z (Xi, zo), N 
wa ([aj] ° [BD = wa ([ax B]) 
= [w] ° [a * 8] ° [o] 
= [w] ° Ca] ° CED ° [o] 
= [w] ° [a] ° [w] ° Cw] ° [B] ° [oJ 
= wy (Lal]) ° Wy ([8]), 
所 以 os : mX, ro) >m (六 ,zi) 是 群 同 态 ; 


同 理 可 证 : 
wa :Ai1(X,X1) > m (X ,zo) CERAS. 


LEla]Em (X, zo), M 
wa (ws ([a])) = wa Cw] ° [a] ° Eol) 
= [ë] ° [w] ° [a] ° [w] ° [a] = [a], 
所 以 wawa :mn (X,z,) > m (X ,zo) 
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是 恒 等 同 构 ， 
同 理 可 证 : 
ws wg sa(X Zi) > m (X,z,) 
也 是 恒 等 同 构 . 
以 上 表明 
wa ? m (X sro) > m (X ,z,) 
5 ws m (X,zi) >m (X, zo) 
是 互 逆 群 同 构 , 即 
Mm(X, ro) A (X ,=z,). | 
i£ 当 X 是 道路 连通 的 拓扑 空间 时 ,作为 不 依赖 于 基点 的 抽 
象 群 x,(X), 称 为 X 的 基本 群 . 


4.3.4 定理 设 f: XoY 是 连续 映射 ,zx。€ XX, 对 于 [aj]€ 
mX), $ 
f. TaD := [fe], 
则 f. © m (X,z;) — m (Y , f(xo)) 
是 群 同 态 , 称 其 为 了 诱导 的 基本 群 同 态 . 
证 明 设 L[ecjEm(CX,zro), 对 于 ucE[a], 则 存在 连接 闭路 
a 与 az 的 闭路 同 伦 F, BD 


F 
Ql Fez 


令 H= fF, H: IX I> Y 是 连续 映射 , 旦 是 联结 以 fer) H tE 
点 的 Y PAP fa, 与 fa: 的 闭路 同 伦 Bp 
fai = faz. 

MAL fa, ]= [ fas J. 此 表明 

f. La) = Cfa] 
的 定义 是 合理 的 , 即 

fe © m (Xx) — A (Y, f(xo)) 
是 一 映射 . 
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任 取 [aj],[8]€Exi(X,zxo), 则 
f. Ca] ° LAD = f. (La * 8]) = [flaxB] = [ fa x fR] 
= [fa] ° LÆ] = f. ([al) ° f. (CED. 
所 以 f. : zm (Xs) >m (Y , f (zo )) ERRA. m 


4.3.5 定 理 设 X,Y,Z 均 为 拓扑 空间 , 且 zeEX, 则 
(1) 恒 等 映射 Ix: X- X 诱导 出 的 同 态 
(Ix), : m(X,To) — m (X ,zo) 

是 恒 等 同 构 ; 

(2) # f: XY,g YSZ 均 为 连续 映射 , 则 gf: XZ É 
导出 的 同 态 

(gf), = g. f. :mMm(X,r0) — rm(X,gf (ro)). 
证 明 直接 验证 即 得 . m 


4.3.6 引 理 设 X 是 拓扑 空间 , 且 
F: IX I— X 
是 连续 映射 , 令 
alt) = F(0,1), 
8C) = F(s,0), 
yG) = FA.,t), 
6(s) = F(s,1). 
则 ax Bx yz Bl a < BxY 与 6 是 拓扑 空间 X 中 的 等 价 道 路 . 
证 明 据 题 设 , 令 


F(0,1— 2s), o< s< H, 
4s—2(1— t) 1 一 上 3 十 上 
H(s,t) = F[ EE t)» — <: < 
F(1,4s — 3), 3+t el 
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则 H: IX I> X 是 连续 映射 , 且 
F(0,1— 2s) = a(l — 25), <: <: 


H(s,0) = F(45 一 2,0) = BUs — 2), 1/2 < s < 
< s< 


F(1,4s— 3) = y(4s— 3), 3⁄4 
一 (ax (Bx NVO), 


F(0,1—2s), s=0, 
ep- eo, 0<s=<1, 
F(1,4s—3), s= 
= (s), 


H(0,t) = F(0,1) = a(1) = a(0) = 6(0), 
H(1,t) = F(1,1) = yA) = 81). 
所 以 互 是 连接 X 中 道路 cx* (Bx 7y) 与 8 之 间 的 道路 同 伦 , 即 


a * (8* 力 全 0， m“ 


4.3.7 定理 设 f,,f1 : XY 都 是 连续 映射 ,上 是 z, € X. # 


ffi t XY, 则 
fis = wg fo. :ml(X,T0) > m (Y, fi(zo)) , 
Ht w: IY 是 由 w(t) = 二 F(zo,t) 确 定 的 拓扑 空间 Y 中 以 w(0) 
二 F(zo,0) 为 始点 ,w(1) 二 F(zxo ,1) 为 终点 的 一 条 道路 . 
证 明 据 题 设 ,对 X 中 任 一 以 ze 为 基点 的 闭路 a, 令 
H(s,t) := Flals),t), 
W H : IXI>Y 是 连续 映射 , 且 
H(0,t) = F(a(0),t) = F(zo t) = wlt), 
H(1,2) = Fa), = F(xo)t) = wlt), 
H(s,0) = F(a(s) ,0) = foa(s), 
H(s,1) = F(a(s) ,1) = fia(s). 
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据 引 理 得 


H 
@ * foa * w S= fia. 


所 以 群 同 态 i Swa for. G 
J a 


1. 证 明 平 庸 拓扑 空间 与 离散 拓扑 空间 在 任 一 点 的 基本 群 均 
是 平凡 群 . 

2. 设 f : XoY 连续 ,x,EX,y, 王 了 (x1) i=1,2,1 o ÆA x. 
到 =, 的 道路 类 ,证 明 下 面 同 态 图 可 换 


m (X, ro) m (Y, f(x0)) 


|=: |o. 


m (Xa) =m (Y, flx )). 
3. SES, p: X ro 表示 所 有 映射 f : (S! ,p)— (X , z.) AX} 
p 的 同 伦 类 集合 . 试 在 该 集合 中 引进 乘法 运算 使 之 成 为 一 个 群 , 且 
这 个 群 与 mmCX,zo) 同 构 , 其 中 p= (1) ES: 
4. 证 明 空间 X 中 的 两 条 从 工 到 y 的 道路 wz 给 出 从 z X,ar) 
到 mmCX,y) 的 相同 同 构 全 [wo x yR TF mX, W PÀ. 
5. 设 A 是 X 的 一 个 道路 连通 分 支 ,zo。€ A,i : AX 1 Ë 
AW 
i, $ m (Azo) > mi (X , zo) 
是 同 构 . 
6. 拓扑 群 G 是 指 其 兼 有 拓扑 与 群 两 种 结构 ,使 得 乘积 运算 和 
求 逆 运 算 均 是 G 到 其 自身 的 连续 映射 .对 于 G 的 以 单位 元 e 为 基 
点 的 闭路 a ,B, 规 定 as BG) Salt) * RO ,证 明 
a * Ba 8828 * alrel(0,1)), 
从 而 推出 x;(G,e) 是 Abel BJ. 
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7. 设 xo€ XX, 假 设 3 连续 映射 y : XX X> X, 8 B (x,xo) 
三 J(Xo,X) 二 +, 对 VIEX. WRH ap: [0,1] > X 是 在 基点 x。 
处 的 二 闭路 ,是 ij: X 一 外 XY KWE ilr) =r, ro) j) = 
(zoyz) 的 二 含 人 , 则 
ACCa)x (JB)) = a * B. 
并 证 明 x (X, xo) fÆ Abel 的 . 


4.4 伦 型 不 变性 。 简单 应 用 


4.4.1 定理 若 /:X~Y, 即 拓扑 空间 和 与 了 有 相同 伦 型 ， 
E f 是 从 拓扑 空间 关 到 Y 的 一 个 同 伦 等 价 , 则 了 的 诱导 同 态 
f. t m (X,t) > m (Y, fCzo)) 
是 群 同 构 , 其 中 x, € X. 
证 明 Z z: Y— X 是 同 伦 等 价 f BJ mG, WI| 
gf — Lx : X — X, 
fg— l, : Y—Y 
从 图 表 : 
(X, x) > Oy) 
g 
(X, x) > Oy), 


其 中 Yo == f(zo) zi 一 g(yo)， y = f(z), 
得 相应 的 诱导 同 态 表 : 
Í 


mX x) -一 > aC, yo) 
8. 


zm (X, x) > a, yi). 
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另外 从 gf 二 Ix : X>X 5j gf (z = z, 得 

g. f. = (gf). = os ([x), : m (X,z: ) > m (X,zi) 
是 群 同 构 , 其 中 由 是 X 中 以 ze 为 始点 ,zi 为 终点 的 一 条 道路 ( 参 
看 定理 4. 3. 7). 

从 fg 二 Iy : Y>Y 5 fg(y D) = y 49 

fege = (fg), == gly). mY, y) — mY, y) 
是 群 同 构 , 其 中 w 是 Y 中 以 yo 为 始点 ,yi 为 终点 的 一 条 道路 . 

综合 上 述 , 则 得 到 

g. t: m(Y,y ) > m (X,21 2) 
是 群 同 构 , 所 以 
f. = (g.) loq t m (Xz) — m (Y , yo) 

是 群 同 构 . “< 


4. 4.2 推论 ” 设 拓扑 空间 X 与 YY 有 相同 的 伦 型 , 即 X—Y ,# 
X 与 Y 都 是 道路 连 拓 扑 空 间 , 则 
m(X) ~m (Y). 
因此 ,对 于 道路 连通 的 拓扑 空间 来 说 ,拓扑 空间 的 基本 群 是 伦 
型 不 变量 ,当然 也 是 拓扑 不 变量 . 


4.4.3 定 义 若 拓扑 空间 X 是 道路 连通 的 , 且 X 的 基本 群 
ri(X) 是 平凡 群 ( 零 元 群 ), 则 称 拓扑 空间 X 是 单 连 通 的 . 


4.4.4 定 理 可 压缩 空间 是 单 连通 的 . 
证 明 设 X 为 可 压缩 空间 ,任意 取 定 一 点 zo € X ,iE 
Ca ° X> X 
NIB Bh 9. E c. (X)= o, l 
Ix ~ cr t X> X, 
其 中 下 : XX I> X 是 连接 恒 等 映 射 与 常 值 映射 c 之 间 的 同 伦 . 
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对 于 任意 点 <EX, 令 
az(t) := F(z,t), 
则 a. : I> X 是 拓扑 空间 XX 中 以 a; (0)= 二 F(zx,0) 二 z 为 始点 ,以 
a ,(1)=F(z,1) =x 为 终点 的 一 条 道路 . 于 是 对 于 任意 两 点 zi， 
LEX, W] 
Qz * az, : I — X 
就 是 拓扑 空间 X 中 以 zi 为 始点 ,zs 为 终点 的 一 条 道路 ,所 以 , 拓 
扑 空间 X 是 道路 连通 的 . 
由 题 设 ,X 是 可 压缩 的 ,所 以 X 与 独 点 空间 pt 有 相同 的 伦 
型 . 而 独 点 空间 pi 与 拓扑 空间 X 都 是 道路 连通 的 ,由 上 面 推论 
4. 4.2 可 知 
m, (X) = x, (Pt). 
由 于 独 点 空间 pi 的 基本 群 是 平凡 群 ,所 以 拓扑 空间 X 的 基本 和 群 
ri(X) 也 是 平凡 群 . 
综 上 可 知 , 可 压缩 空间 是 单 连通 的 . m 


4. 4.5 推论 7” 维 欧 氏 空间 及 "是 单 连通 的 . 


4.4.6 定 义 设 X 是 拓扑 空间 ,4 是 X 的 子 空间 . 

(1) EFRI IL : A—A 能 扩张 为 连续 映射 > XA, R 
存在 连续 映射 + : XA i$ r |A— I, HPK A 为 X 的 收缩 核 ， 
r: X 一 A 称 为 一 个 收缩 映射 . 

(2) WA 是 拓扑 空间 XX 的 收缩 核 ,r : X->A 为 收缩 映射 , 若 

Ix —< rr : X — X, 
RH i: A 一 X 为 含 人 映射 , 则 称 A 为 拓扑 空间 X 的 形变 收缩 核 ， 
r: X—A 称 为 形变 收缩 映射 . 

(3) 设 A 是 拓扑 空间 X 的 形变 收缩 核 ,r : X— A 是 形变 收缩 
映射 , 若 连接 了 映射 Ix 与 zz 的 同 伦 下 : XXI>X 满足 :对 于 任意 a 
EA 与 :ET, 有 
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Fla,t) =a € A, 
则 称 A 为 拓扑 空间 X 的 强 形变 收编 核 ,r : X— A 称 为 强 形变 收 
缩 映射 . 


4.4.7 定 理 设 人 4 是 拓扑 空间 X 的 形变 收缩 核 ,r : X— A 是 
形变 收缩 映射 , 则 子 空间 A 与 拓扑 空间 X 有 相同 伦 型 , 且 
r, tm (X,zo) 2 m (A,r(xzo)), 
¿, : m (Asa) = m (X,;i(ao)), 
其 中 i: AX ERARA, € X,a, € A. 
证 明 ” 据 题 设 ir Ix ; XX iB 
ri = la: A> A. 
所 以 ,r : X 一 A 是 同 伦 等 价 映射 ,i : A 一 X 是 同 伦 等 价 映射 -~ 的 
mi. 因此 子 空间 A 与 拓扑 空间 X 有 相同 伦 型 , 即 A 一 X, 从 定理 
4. 4. 1 即 得 
r, tm (X,zo) ZZ m (A ,r(zo)); 
i. tm (A,a,) = m(X,ila)). m 


4.4.8 定理 BD 与 S' 分 别 表 示 2 维 圆 盘 与 ( 它 的 边界 )1 
维 球 面 , 则 S' 上 的 恒 等 映射 


Ts S! — S! 
不 能 扩张 成 连续 映射 
r: DĎD >S. 
换言之 ,单位 圆 S' 不 是 单位 圆 盘 D 的 收缩 核 . 
证 明 
车 有 收缩 映射 
r:D:—Si 


使 得 >|S SI : S'->S', 则 
r = Is : S! -> S!, 
Rohi: SD 为 含 人 映射 ,于 是 
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Cri). = r,i, = (Is). : 


m CS rao) —— m (D? rao) — mi (S! pao) 
是 恒 等 同 构 ,其 中 a € S'. 但 是 xi(D? ,a EFIR m CS pa A 
0, 这 表明 (rz) ,不 能 为 恒 等 同 构 , 矛 盾 . m 
最 后 给 出 著名 的 Brouwer 不 动 点 经 典 定理 当 n — 2 的 情形 ， 
而 到 第 6 章 ,我 们 将 有 能 力 给 出 该 定理 的 一 般 情形 . 


4. 4.9 定理 ”单位 圆 盘 D° 上 的 连续 映射 


f: D — D: 
必 有 不 动 点 , 即 至 少 存在 一 点 x, € D° ,使 得 
fa) = Zo. 


证 明 假设 没有 这 样 的 点 , 则 对 任意 点 z€ D:, 有 向 线段 
f(z)z 的 延长 线 交 D: 的 边界 S! 于 一 点 x* , 令 


glr) : = x* 
M| z: DS 是 连续 映射 , 且 glS = Ia : S'—S', X 5 E FE 
4.4.8 了 矛盾 . = 
图 4.4.1 
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习 题 


1. WEA: E X, XXD (X). 

2, WER: G) 4 n>2 RER; (2) %4 n>2 BF D: 2 D°. 

3. 设 X 是 Mebius 带 ,ACX 是 其 边界 ,试问 含 人 映射 1 : A 
>X WARS i. mm(4,zo) 一 mi(X,ro) 是 同 构 吗 ? 为 什么 ? 

4. 设 A 是 空间 X 的 形变 收缩 核 ,其 形变 收缩 为 > : X 一 A; 假 
Eim (A a) zx,《X,a) 的 正规 子 群 ,求证 z (X.,a) Imi. 与 
Kerr, 的 直 积 . 

5. É f: DD 连续 , 且 f1S = Is ,证 明 f 必 是 满 的 . 
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511X 设 E,B 都 是 拓扑 空间 ,p :下 一 日 是 映射 , 若 

(1) p: E>B 是 连续 满 映 射 ; 

(2) 对 于 5EB, 存 在 6b 点 的 开 邻 域 U 使 得 pO)= Uv,, 
其 中 {V,;j€EJ}) 是 巨 的 开 子 集 族 , 且 满足 ; 当 j 取 & 时 ,V, YV, = 
,以 及 对 于 jEJ,plV, : V, >U ERAR. 则 称 p:E>B 为 覆盖 映 
射 ( 或 复 选 映射 ) ,B 为 底 空间 ,EE 为 底 空间 B 上 的 覆盖 空间 (或 复 
AFE, WEE, p). U,V, (jE€ 几 分 别称 为 拓扑 空间 B 与 五 中 
的 典型 邻 域 ,或 可 允许 邻 域 . 


5.1.2 定理 j p: E— B 是 覆盖 映射 , 则 
(1) 对 于 5EB,p (CO 是 拓扑 空间 五 的 离散 子 空间 ; 
(2) 覆盖 映射 p : E— B 是 局 部 同 胚 的 , 妈 对 于 每 一 点 xEE， 
存在 xz 点 的 开 邻 域 V, 使 得 
plV:V— p(V) 
EWE. 
证 明 直接 验证 即 得 . m 
例 1 BR 为 1 维 欧 氏 空间 ,S: 为 单位 圆周 ,对 于 1ER' , 令 
p) = (cos2m ,sin2rt) € S', 
则 映射 p: RS 是 覆盖 映射 ,其 中 ,S' 上 任意 开 绝 都 可 以 作为 
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典型 邻 域 ,作为 例子 取 (1,0) 点 的 邻 域 
U = {(x,y) € S';x > 0), 
则 


mao Ü (e=4 854) 


图 5.1.1 
例 2 将 2 维 球面 S: 的 对 径 点 粘 合 起 来 所 得 到 的 商 空间 是 
射影 平面 P' , 记 这 个 粘 合 映射 为 p, 则 


力 : S° — P* 

是 覆盖 映射 . 
例 3 iZ p: IXI>I 是 映射 ,使 得 
p(s,t) = s, 


则 p: IX 7 一 了 不 是 覆盖 映射 . 
J 题 


1. 设 p: E>B 为 覆盖 映射 , 则 B 的 所 有 可 能 的 可 允许 邻 域 
组 成 的 集 族 是 B 的 一 拓扑 基 . 

2. 设 福 是 拓扑 空间 X 与 一 离散 空间 的 积 , 则 投影 p : X— X 
是 一 覆盖 映射 . 
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3. 设 p, : 下 ,一 Bi 一 1,2 为 二 覆盖 映射 , 则 p, Xx ps : E, X E, 
— B, X B, 也 是 覆盖 映射 . 

4. 证 明 覆 盖 映 射 p: E— B 是 开 映 射 . 

5. 下 列 二 映射 是 覆盖 映射 吗 ? 为 什么 ? 

(1) 对 实数 a<b,p:(a,0) 一 9! 为 plr) =e; 

(2) p: [asb] >S 为 p(x)=e™. 

6. 设 外 是 道路 连通 且 局 部 道路 连通 空间 ,ff : X— X 为 周期 
等 于 n HEAR, HBE m< i, f 没有 不 动 点 . 记 了 的 轨道 空 
间 为 X/f, 求 证 投影 p : X 一 X/f 是 究 盖 映射 . 


5.2 覆盖 空间 的 基本 性 质 


5.2.1 定 义 itp: E>B 是 覆盖 映射 ,又 设 /: X-B 是 连 
续 映 射 , 若 存在 连续 映射 了”: XE, 1848 

bf = f, 
则 称 了 是 S 的 提升 . 


“ £ 


X— G. Ü s xr B 
图 5. 2. 1 
覆盖 映射 的 主要 性 质 表 现 为 道路 提升 与 同 伦 提 升 , 即 道路 覆 
盖 性 质 与 同 伦 有 覆盖 性 质 . 
5.2.2 定理 (道路 提升 定理 ) ik p: E— B 是 覆盖 映射 ,eo。E€ 
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E, pleo) =b. 若 道路 a : [一 B, 使 得 a (0) = b, MNE E 存在 唯一 
KF : I->E, 使 得 5(0) 一 eu. 
证 明 底 空间 B 中 全 体 典 型 邻 域 作成 的 集合 , 记 作 {U,; ¿€ 
n) PRE B 的 一 个 开 履 盖 , 因 为 a : I> B 是 连续 的 ,从 而 
{a U); i € Q) 
是 工 的 一 个 开 覆 盖 , 但 工 是 紧 致 的 质量 空间 ,因此 存在 Lebesgue 
数 s, 使 得 对 于 工 的 一 个 分 割 ; 
0 = t < n < *** < t, = 1] 
满足 taa t < 时 ,有 j E00, 使 得 
[taa Co (U, ). 
从 而 
alirsin D CU, 其 中 人 一 0, 1 一 1 
如 图 5. 2. 2 ,现在 逐步 定义 
a: 了 一 下 
如 下 :首先 命 
alto) = a(0) 一 eo， 
则 p2(0)—a (0) =b; RREI F tE L0, t 0 0<<5<çn), 
a: [0,4] — E 
有 定义 , 且 满 足 
Q(to) = los 
=al [Oost] 
以 及 这 样 的 提升 & 是 唯一 确定 的 . 而 对 于 [a&, trj, 因 为 
a([t, st DCU, ,于 是 在 EE 中 有 典型 邻 域 ViCp (U, > ,使 得 
alta) € Vas 
H 
pl V, : V, > U, 
ERE. 
Da) =(p|V,) at) AEP tE [tr stea ] I 
a: [i ta ] > E 
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是 连续 的 , 据 粘 接 引 理 ,得 
Qa: [o sta] — E 


是 连续 的 , 且 满 足 
a0) = e, 
Pa =a. 
从 p 是 局 部 同 胚 可 得 ,& 是 唯一 确定 的 , 定理 得 证 . " 
E 
€ 
ë p 
el sB 
o= G — 1 la t,=1 b, b, 
图 5. 2.2 


5.2.3 定理 i p: E— B E # w Pk 3. 3 B 是 道路 连通 的 ， 
则 对 于 5E 了 ,集合 请" (具有 相同 基数 . 
证 明 ” 据 定理 5. 2. 2 即 可 得 证 . m 
对 于 覆盖 映射 p: E—-B,# B 道路 连通 , 且 
# p 1(5) = n (有 限 ) 
NFK E E B 的 ”一 层 或 ”一重 覆盖 空间 . 例如 S° 是 射影 平面 P 
的 2 一 重 覆盖 空间 . 


5.2. 4 定理 ( 同 伦 提升 定理 ) 设 p: E>B 是 覆盖 映射 ,e。E 
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E, H ple)=b. # B]Jfë F : IX I— B {44 F(0,0)= b, , IIJ #£ £ WE 
一 的 同 伦 下 的 提升 


F : I > I —> E, 
使 得 
F(0,0) = e, 
如 图 5. 2. 3. 
证 明 同 定理 5. 2. 2. m 
(E, e) 
F 
P 
(D000) _ ‘g (B, b) 
F 
图 5.2.3 


5.2.5 定理 jp: E—- B 是 覆盖 空间 ,e。 EE, ple) =b, Z 
a p ERZE B PA b, Pb 的 两 条 道路 ,又 设 &,8 分 别 是 道路 a， 
BEE 中 的 提升 , 且 &(0)==B(0) 二 eo. 车 a 与 8 是 底 空间 B 中 的 等 
价 道路 , 则 a(1)=B6(1), 且 a 与 6 是 E 中 的 等 价 道路 . 

证 明 iF: IX I>B 是 连接 道路 a 与 8 之 间 的 道路 同 伦 ， 
则 F(0,0) =b, EEM 5. 2.4 可 知 ,存在 同 伦 下 的 提升 

F: IXI—E 

使 得 六 (0,0) =e. 

Z (35) 二 FF(s,0), 则 :I->E 是 道路 ,a1(0) 二 FF(0,0) 二 eo， 
H pai(s) 二 pF(s,0) = 二 F(s,0) 二 a(s), 此 表明 aa 是 a 的 提升 , 且 
&1(0) 二 eo. 由 道路 提升 的 唯一 性 ,得 & 一 a, 所 以 FCs,0) 一 a(s). 同 
理 可 证 :Fs,1) 二 B(s). 

&y(=F00,2,W y: IE E E 中 的 道路 ,7(0)= 二 F(0,0) 

114 


一 co, 且 py) = pF0(00, = F(0,: =b. £ Bj E iB pk y J: B 
中 常 道 路 
Ca è I— B 

的 提升 ,其 中 ç (了 ) 二 66. 但 7(0) 二 eo, 因 此 据 道 路 提升 的 唯一 性 
可 知 7Y 是 E 中 的 常 道路 ,是 7y( 纪 一 下 (0，, 芒 一 eo， 

令 5(1) 二 F(1,t), 同 理 可 证 5 必 为 E 中 的 常 道路 , 且 a(1)= 
F(1,0)=F(1,1)=pB(1). 

综合 上 述 则 得 让 是 连接 a 与 8 的 道路 同 伦 , 即 & 与 Bp 是 E 中 
的 等 价 道路 . m 


5.2.6 定理 jz p: E>B 是 覆盖 映射 ,eo C E, H ple)=b, 
则 由 p 诱导 出 的 同 态 
b. : m (Ee) >m (B,bo) 
是 单 的 . 
证 明 由 定理 5.2.5 即 得 证 . m 


zJ m 


1. k p: E>B 是 覆盖 映射 ,X 连通 ,求证 ;从 XX 到 B 的 常 值 
映射 的 提升 也 一 定 是 常 值 映射 . 

2. i p: E— B 是 覆盖 映射 ,U 是 B 的 道路 连通 开 集 , 且 含 入 
i: U— B 诱导 的 基本 群 同 态 i，: xi(U) 一 m(B) 是 平凡 的 ,求证 器 
是 可 允许 邻 域 . 

3. 找 出 Klein fE K 的 1 个 双 层 覆盖 : 

六 :SI x S' — K. 

4. 设 有 覆盖 映射 p : S* 一 P ,证 明 若 C 是 P? 中 的 简单 闭 曲 
线 ( 同 胚 于 S 的 曲线 ) , 则 p ORAE S° 中 的 简单 闭 曲线 ,要 
么 是 两 不 交 简 单 闭 曲线 之 并 . 

5. 设 p : E-~ 中 是 覆盖 映射 ,而 王道 路 连通 且 局 部 道路 连通 ， 

115 


求证 若 B 单 连 通 , 则 EE 也 单 连 通 . 


5.3 n 维 球面 S" 的 基本 群 


5.3.1 定理 AAS 的 基本 群 是 元 限 循 环 群 . 

证 明 设 Si 为 单位 圆周 ,6 二 (1,0)€ES!, 对 于 xER', 今 

p(x) 一 〈cos2rz ,sin2rxz) € S!, 
Nj p: R' 一 S 是 覆盖 映射 , 且 
b (b) 一 (0, 士 1,…)}. 

(1) 任 取 [ajE ri(S! ,2 ), 设 道路 a 的 提升 为 5 : I>R', 且 

Ga(C0) 一 0, 则 
ad) € ph) = (0, £1, 2,1) = Z. 
不 妨 设 ad) =n, S 
$l[al) = all) = n, 
则 
D: xi(S! ,bo) -> Z 是 映射 ( 单 值 对 应 ). 

(2) ER n€ Z— p '' (b), AA R 是 道路 连通 的 ,所 以 存在 

R! 中 道路 
a:IT—R', 
使 得 ,&(0)=0,8(1) 二 n, 令 a 三 pa, 则 
a: I — S! 
是 S 中 的 闭路 , 且 以 56 二 a(0) 二 a(1) 为 基点 ,因此 
[a] € m (S! ,bo). 
但 是 道路 a 是 底 空间 B 中 道路 a ER 中 的 提升 , 且 ao) =0, PF 
以 据 D 的 定义 可 得 
@([a J) = n, 

即 @: z (S! ,bo) 一 Z 是 满 射 . 

(3) 设 [aj,[B8jExm(S!' ,bo), 若 
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@([a]) = @([0]), 
不 妨 设 a,8 2y | S 中 道路 a 与 8 在 R! 中 的 提升 , 且 

a(0) = ñ(0) = 0, 
所 以 

ad) = $0). 
因为 R' 是 单 连 通 的 ,从 而 可 知 & 55 8 是 等 价 道路 . 设 连接 道路 & 
5A 的 辣 伦 为 让, 令 
F= pr, 
Nj FEEKS 中 闭路 a 与 8 的 道路 同 伦 , 从 而 a 与 8 是 S' 中 的 
等 价 闭路 , 即 [aj 二 [8j. 由 此 可 知 @: z (Si ,6b,) 一 2Z 是 单 射 . 
(4) Hlal [8] E m CS ,bo), 又 设 & 与 分别 是 S' 中 闭路 a 

与 8 在 R' 中 的 提升 , 且 a(0) 一 8(0)==0, 记 n=&(1),m 一 B(1), 令 


KC) = fs， 0 < s<1⁄2, 
?十 82 一 1)，1/2 委 近 1 
RJA: IR E R 中 的 道路 , 且 有 C0) 二 0,h(1)==n 十 m, 因 为 
MG) = W 0 < s< 1⁄2, 
plni+pBl2s—1)), 1⁄2<s<1 
_ fal2s), 0 < s=<1⁄2, 
o 人 =p2s—1), 0<s<1 
= (a * p) (s). 


所 以 ,h 是 S! 中 道路 a * 8 在 R' 中 的 提升 , 且 有 (0)==0, 据 @ 的 定 
义 ,得 
Pa fD 5AA) = n+ m = @([a]) + @([8]) 
于 是 得 
la] ° LED = Bad) + @<([8]). 
这 表明 @ : mS ,bo。) 一 2Z 是 群 同 态 . 
综合 上 述 , 得 
$: m (S',b,) — Z, 
是 群 同 构 . 但 是 S' 是 道路 连通 的 ,所 以 
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m (S! = Z, 
即 圆周 的 基本 群 是 无 限 循环 群 . | 


5.3.2 定理 设 p:E>B RS ký, e € E, H. p(e,)=b. 
若 E 是 道路 连通 的 , 则 存在 一 个 满 映 射 
@: m (B,b) > H` (bi). 
# ERREAK M 瑟 还 是 单 的 . 
证 明 同 定理 5. 3. 1. m 


5.3.3 定理 ”穿孔 平面 RE\{0} 的 基本 群 是 无 限 循 环 群 . 
证 明 设 S E: R° 中 以 OO 为 圆心 的 单位 圆周 , 任 取 r ES, 
令 
i: (Sr) — (R°N(0),z0) 
为 含 人 映射 , 令 
r: (RNO); zo) — (S! ,zo), 


使 得 对 于 ERNO ,r(xz) 一 i( 于) 一 人 二 (其 中 由 x 中 表示 


欧 氏 度量 下 从 原点 O 到 点 x KWER), W r 是 形变 收缩 映射 . 所 
以 ,i,r 分 别 诱导 出 的 同 态 

1, : m (S! pro) — m (RNO, To) 
5 

T. : Ti CRNO} ro) — m (S! To) >< Z 


都 是 同 构 ,从 而 得 
m(R\(0) ,zo) S Z. 
但 RA\{0} 是 道路 连通 的 ,所 以 
m (E°N(01)2:Z. m 


5.3.4 引 理 设 X 为 拓扑 空间 , 若 X 8 —JF 8 m G, í € 
0} 满 足 条 件 : 
a) NG. +Ø; 
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(2) GCCGEQ) 是 单 连通 的 ; 
(3) G, 门 G,(i,j€E0) 是 道路 连通 的 ， 
则 拓扑 空间 X 是 单 连通 的 . 
EA 据 假 设 条 件 (1) 与 (2), 易 证 拓扑 空间 X 是 道路 连通 
的 . 
任 取 点 zo€ []G,，, 设 [由 Em (X, z), rh a t I>X 是 以 zx 
为 基点 的 X 中 一 条 闭路 ,因为 a: 一 X 是 连续 的 , 旦 {G,;i€ Q) JE 
X 的 开 覆 盖 , 所 以 {a G); EMEI BJ JF m TB I EKAR 
量 空间 ,因此 存在 一 Lebesgue 数 s, 使 得 对 于 工 的 分 割 
0 =, <t < <t, = 1 
满足 a([ti t TD)CGu ,其 中 二 0,1,2'*…,n 一 1,i(k) EQ. 对 于 
5ET, 令 
ar ls) = a((1 —s)#, + sta) o 
则 a: T> X E X 中 一 条 道路 ,一 0,1,… 2 一 1, 并 且 
La] = Lao *a * s. x amı l. 
因为 
z, € N G, C (Ga N Gow)» 
alt) € Gey N Gw: 
以 及 Gi- N Gw #øØ 是 道路 连通 的 ,所 以 ,存在 道路 
Añ: I— X,k = 12， 一] 
使 得 p. 0) = xz B, (=a G), B ADEC CGn NG). 
而 
[a]= [ao * ol * °° anm] 
= [ao x Ü) x Ë x a x f) x B, Xa ¥ X an x Bai x Br * a1] 
= [es * A]. [B * = x] ° [B * are * Bh] ° [Bm * ar] 
= [cs Je Len] e ** e Een] 
= [en] 
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a(t,)= G, (1) 


图 5.3.1 


其 中 c。: I> X 是 常 道路 ,使 得 cx (ID = xo ,所 以 得 
m (X,z,) = (0). 
但 X 是 道路 连通 的 ,于 是 得 
m (X) = (0). 
即 拓扑 空间 X 是 单 连通 的 . E 


5.3.5 定理 n 维 球面 5S"(n 之 2) 是 单 连 通 的 . 

证 明 设 S CR 一 :是 以 原点 O 为 圆心 的 ” 维 单位 球面 , 记 
P = (0,0,.%,0,1) € RY (了 :北极 )， 
Q= (0,0,…,0, 一 1) E Ri: (Q: 南 极 )， 
G = S$"—{P}, 
G: = S — (Q), 

Nj (Gi G) Æ ” 维 球面 S" 的 一 个 开 覆 盖 , 且 满足 

(1) G NG:# ø; 

(2) G, i=1,2 都 是 单 连 通 的 ; 

G) G, NG: 是 道路 连通 的 . 

所 以 由 引 理 5. 3. 4 得 , 当 n2>2 时 ,n 维 球面 S" 是 单 连通 的 . 

m“ 


5.3.6 定理 %4 2223 时 ,R" 一 10} 是 单 连通 的 . 
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证 明 E a 
(1) RP — 道路 连通 的 ; 
(2) S” sa {0) 的 形变 收缩 核 , 从 而 得 
m (R'—(0)) > mS 1) = (0) (n> 3), 
即 R" 一 {0} 是 单 连 通 的 . = 


5.3.7 推论 R (n>23)5 R° 不 同 胚 . 
习 题 


1. 设 有 映射 f S' 一 S' ,jz) 一 一 z, 试 描述 同 态 

f. :rm(S 1) >z (S! , —1). 
2. i& f : SSeS, f(x) 二 x",nE2, 试 描述 同 态 

f. ' a (S',1) > x(S!,1). 
3. WÆHLER, U 是 x 的 邻 域 , 则 品 \ {zx} 不 单 连通 . 
4. 设 p: E> B 是 覆盖 映射 ,而 道路 连通 ,着 osr € E, W) 
3B 中 从 pCzo) 到 plzi) 的 道路 ,使 得 
wa pa mı (Esto) = p. m CE, ). 


5.4 闭 曲面 的 基本 和 群 


5. 4.1 定 理 2 维 球面 的 基本 群 是 平凡 群 , 即 x (S”) 实 {0}, 


5.4.2 定理 设 已 为 射影 平面 , 则 + (P')=: Z. 
证 明 设 
p: SP 
为 覆盖 映射 ,因为 2 维 球面 S 是 单 连通 的 ,因此 存在 单 满 映射 
B:m(l(P’,b)— p C), 
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其 中 b, € Pi, 但 是 b (bo) H£ Wl T 6, 由 此 可 得 m (P? ,po ) 是 
2 阶 群 ,而 2 阶 群 同 构 于 2; ,从 而 
m ( P2) = Z. 


5.4.3 定理 i X,Y 均 为 拓扑 空间 ,zxo€EXX,y。 EY, 则 
xi(XXY,roy0)) = mX) X xlY, yo). 
证 明 i A.B 是 两 个 群 , 群 运 算 记 作 。，”, 则 群 A 与 群 B 的 
直 积 定义 如 下 : 记 
AXB= {aXb;a€ A,b EB)}. 
在 集合 AXB 中 引入 运算 “.，”. 
(aX b) + (a Xb) := (a *a') X (b . b) € Ax B, 
则 集合 AXB 就 上 述 运 算 “。” 构 成 一 个 群 . 
设 A,B 与 C 都 是 群 ,又 设 f : C>A 5 g : C—> B 都 是 群 同 
lc) := f(c) X g(c), 
EP c€ C, WJ 6 : C=- AX B 是 群 同 态 . 
现在 由 假设 可 令 
p: X XY — X, 
q: XXY— Y 
都 是 自然 投射 , 则 p 与 g 分 别 诱 出 群 同 态 
b. : TI(X X Y,(zo yo ))— mX, To); 
q. :m(X XY,(mo yo )) -> m (Y, yo). 
对 于 [和 En (XXY,(xo,yo)), 令 
DLL)= p. ([£]) x q, CED 
= [pg] x [ag]. 
则 更 : x(XXY,(Cro,y))->m(CX,zo)Xm(Y,y) 是 群 同 态 . 
设 [a]X[BjEm(X,zxo) Xm (Y,y ,其 中 [oj]Em(CX,zo)， 
[B]€ m (Ysy) TE 
a: (1,3 D — (X, zo) 
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与 B: (IT,91) — (Y, yo) 


都 是 连续 映射 ,对 于 :ET, 令 
E) := (a(t) BO), 
则 映射 €: (1,90D—>(XXY, xo, yo)) 
是 连续 的 ,由 此 得 
[£] € xa(XXY,(ro, yo0)). 
由 于 
CORD 
= p. ([£]) Xq. ([ £]) 
= [pt] x [ag] 
= [aj x [8], 
所 以 群 同 态 $B 是 满 的 . 


设 [n]Em (XXY, (xo ,yo)), 若 
PED = Cpr] >x Lan] 
是 群 mm(X,zo)Xm(y,y) 中 的 单位 元 素 , 则 存在 道路 同 伦 F 与 
G ,使 得 


F 
py Zea, © (1,9D > (X,zo), 


G 
qn =c, : (I9 D — (Y, yo), 
其 中 Cr, Cy 都 是 I 上 常 值 映射 . 令 
H(s,t) = (FCs,t),GCs,t)), 
EERI, H 


H 


T= Cap t aD — (XXY, (xo, yo0)) 
其 中 aa so 8 1 ERRAR RHE x (XX Y, y)? 
的 单位 元 ,所 以 群 同 态 B 是 单 的 . 
综合 上 述 , 则 得 
BD:m(XXY,xo ry >* m (X ,zo) X zi (Y , yo ) 
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是 群 同 构 . m= 


5.4.4 EJE j T° EEI z (T°) Zx Z. 
证 明 因为 To =S XS, hH 5.4. 3 与 前 节 定 理 5.3.1 MI 
得 
m (T?) = zm (S!) X m (S!) = Z X Z. m 
以 上 提 到 的 拓扑 空间 的 基本 群 都 是 Abel 群 ,以 下 给 出 空间 的 
基本 群 是 非 Abel 群 的 例子 . l 
例 1 8 字 空 间 的 基本 群 不 是 Abel 群 . 
如 图 5. 4. 1, 记 
Sl = ((z,y) € R; (z — 12 +y = 1), 
l = ((z,>) € R; (z+ 12 + x° = 1), 
B=S V S (为 两 个 相 切 的 圆 )， 
E= ((z,y) E R; y 为 整数 }. 


1 ! 
S, pla S 
x 
图 5.4.1 
对 于 (x;y)EE, 命 
(1 十 cos(x 一 2xz),sin2xzx)， y 为 整数 ， 
plx,y) = . 
(一 工 十 cos2xy ,sin2xy)， + 为 整数 ， 


124 


即 p £ E 中 水 平 线 映 为 Si, 铅 直线 映 为 5;, 则 p : E— B 为 覆盖 
映射 ,所 以 ,p 的 诱导 同 态 
b. : m (E,(0,0)) — m (B,(0,02) 
为 单 同 态 ( 据 定理 5. 2. 6). 
令 5 表 示 拓 扑 空间 五 中 以 (0,0) 为 基点 , 没 着 图 形 中 箭头 方 
向 所 表示 的 一 条 闭路 ,而 令 a 与 8 表示 拓扑 空间 B 中 以 (0,0) 为 基 
点 ,如 图 箭头 方向 所 表示 的 两 条 闭路 . 
由 于 
p. CED = La] ° [8] ° [a] S [B] ° 
一 [Lexpxo * B], 
且 [ 引 不 是 群 m (下 ,(C0,0)) 的 单位 元 ,以 及 p. 为 单 同 态 ,所 以 
Ca] Ce] la] '° [8] RERE x,《B,(0,0)) 中 的 单位 元 ,此 表明 8 
字 空 间 B 二 SiV Si 的 基本 群 z (B,C0,0)), 不 是 Abel 群 . 
例 2 双环 面 T; 的 基本 群 不 是 Abel 群 . 
因为 8 字 空 间 S' VS 是 双环 面 T; 的 收缩 核 ( 如 图 5. 4. 2 所 
示 )， 
r: (T,,z ,) > (S VS,zo) 


为 收缩 映射 ， 
¿: (S! V SIzo) — (Taso) 
为 含 入 映射 , 则 
ri: (S! V S',x,) — (S! V S',zo) 
诱导 出 的 同 态 


Gi), Srei, 一 了 csivsln) mlS V Srz) 一 m(S V S',zo) 
为 恒 等 同 构 , 从 而 得 

¿, tm (S' V S',zo) — m (T> ,zo) 
是 单 同 态 . 由 前 例 可 知 ,双环 面 T, 的 基本 群 z (Ts ,xo) 是 非 Abel 
的 . 


5.4.5 定理 闭 曲面 中 的 2 维 球面 S , 环 面 T ,射影 平面 已 
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与 双环 面 T; 是 互 不 同 胚 的 . 


Si'VS!: 8 字 空 间 
图 5. 4.2 8 字 空 间 是 双环 面 的 收缩 核 
习 题 


1. 是 促 习 拓扑 空间 Y, 使 得 S' YSP R S°? 
2. 证 明 : 任 一 有 限 生成 的 Abel 群 均 是 某 一 拓扑 空间 的 基本 


3. 求 Klein 瓶 的 基本 群 . 

4. 求 圆柱 面 的 基本 群 . 

5*. 利用 闭 曲面 的 拓扑 分 类 定理 , 求 所 有 闭 曲 面 的 基本 和 群 . 
6*. 求 所 有 带 边 曲面 的 基本 群 . 


55 覆盖 空间 的 分 类 


5.5.1 定 义 设 p: E>B,p : E 一 B 都 是 覆盖 映射 ,车 存在 
JE] ME Bk $ 
h: E >E, 
使 得 
bh = p'. 
则 称 覆盖 映射 p: E— B 5 p: E — B 是 等 价 的 ,或 称 同 一 底 空 
间 B 上 的 复 盖 空 间 (E,p) 与 (E’,p') 是 等 价 的 . 


,EE 
— Z 
P B 


图 5. 5. 1 


5.5.2 定理 j p: E> B 是 覆盖 映射 , 且 E 与 B 都 是 道路 连 
通 拓扑 空间 . 车 bEB, 则 {p,m (E,e);e€ p 1(b,)} 组 成 群 x (Bb) 
的 子 群 的 一 个 共 斩 类 . 
证 明 任 取 eose € p (po), 据 题 设 可 令 
ë: I— E 
E Erh—#BBR E S(0)=e G0(1)=a BJ ç kE — 4 Ë E] 


Qs š mz (Ese) — xm(E,el) . 
今 


则 
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是 B 中 以 ,一 w(0) 二 w(1) 为 基点 的 一 条 闭路 ,所 以 [wj€m(B,bo). 
因为 


P. m (E,e,) 
= pw mı (E.e) 


= pb, daln (Ee) [iat 
= [Po Jp. (Ee) [p5] 


= [w]. m (E,e, )[co ]; 


Erh[ol]€ z (B,b,) ,Lo ]E [o KAT , iA 


p.m (Ese) 与 P. m (E,e,) 
是 mB b V RMT. 


设 m (B, b) 9 f E H HETTE p. m (E,es), $P @ € 
b Cb), MEELO] E = (B,b,) ,使 得 


H = [0Jp. m (E,e ) [0]. 
令 0 是 9 在 EE 中 的 提升 , 且 6(0) 二 eo, 则 
ÖA) =e € pb). 
因为 m (E.,e)=0, m (Ee) ,所 以 
p.m (E.,e) 
= p,0, m= (Eseo) 
= p, (ĝm (E ,e, [D 
= ([0]p. m (E,e,)L 01 
= [0]p. m (E,e,)[0] 
= H, 
Bp He (p. m(E,e);e€ p Coo)). 
综合 上 述 ,可 知 若 b € B, IJ 
(p.m (E,e);e € p 1(b,)) 


组 成 群 m B ,6b。) 的 子 群 的 一 个 共 轿 类 . 
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5.5.3 定理 (映射 提升 定理 ) ik p: E> B EB SS MI, e C 
E,p(e& )=b, ,又 设 f ;YB 为 连续 映射 ,其 中 Y 是 道路 连通 、 局 部 
道路 连通 的 拓扑 空间 , 且 f(yo)==b%. 车 f, z (Y,y)Cp, m Ee), 


则 f AEREN YE, ET O) Se. 


证 明 
(E, e) 
7 
P 
(Y, yo) ———[ (B, bo) 
f 
图 5.5. 2 
(1) 唯一 性 


# 上 另 有 提升 六 : Y— E, f# 48 Ë (yo = es + Jl] £ J y€Y,— 
a: IYJ Y PRIČ, E a0) = yad) =y, Am ul a 与 


ga 都 是 道路 fa : I> B # E FHER, B fa (0)=ga(0)= e, # 
道路 提升 的 唯一 性 ,得 


fa = fa, 
特别 地 产 (y) = a(1)=ga(1)= 80), Bl 
f = ë. 


(2) 存在 性 
任 取 yEY, 令 a : [一 了 为 了 中 一 条 道路 ,使 得 a (0)= yo, 
a(l) = y, MFE 
fa: I—>B, 
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H fa(0) 一 ,从 道路 提升 定理 可 知道 路 fa 有 唯一 提升 fa : I> 
FE, 使 得 
(fa)(0) = e. 
令 
fO) = (fa) (1), 
记 其 为 eE E. MIHEL LKKF a 的 选择 . 事实 上 , 若 
B: I — Y 
是 Y 中 另 一 道路 ,使 得 B(0)— yop) y M 
ax 人: I— Y 
E Y 中 以 yo 为 基点 的 一 条 闭路 ,所 以 
[ax B| € m (Y, yo). 


(E,eo) 
fa 
P 
z f 
— 
l, 0) — —ə ə, — (Y, Yo) (B, bo) 
~ 
fa 


图 5. 5.3 
据 题 设 f. m (Y, y) Tp. m (E,eo), 于 是 对 于 [a * p) € 
mi (Y ,yo) ,存在 
[ó] € m (E,eo) 
使 得 
f. Caph = p. CD, 
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即 
[fa * 历 ] = [5], 

这 表明 fax fB 55 pŠ B 中 以 5b。 为 基点 的 等 价 闭路 ,所 以 ， 

fa x 所 与 站 在 已 中 以 es 为 起 点 的 道路 提升 

fe x f8 5 Š. 
应 具有 相同 的 终点 , 且 是 等 价 道路 (定理 5.2.5) fH Š E E Phe, 
为 基点 的 闭路 ,从 而 及 ”8 为 巨 中 以 es 为 基点 的 闭路 . 由 此 可 
知 ,如 果 灰 与 记分 别 是 fa fB fE E 中 以 e。 为 起 点 的 提升 , 则 它 
们 必 有 相同 的 终点 , 即 a 

fa) = A). 

AHER T 7 (y) IK 5 TB ER a 的 选择 ,所 以 

f:Y—E 
是 映射 .明显 地 

bf = f. 

剩 下 要 证 明 这 样 定义 的 映射 7”: YE 是 连续 的 . 任 取 y € 
Y, N E ODE E PRR. (要 证 明 ; 存 在 y # Y 中 的 邻 域 
玉 , 使 得 FCW)CN). 取 p 产 (y1) 二 f(yi) 在 B 中 的 一 个 典型 邻 域 
V AVER PO VPEA O DKA RR. 不 妨 设 VCN( 否 则 
取 V 二 pCNNV), 则 p VORBEA 7 OD 的 典型 邻 域 安 性 
N). 则 


是 同 胚 . 
因为 f: Y= B 是 连续 的 ,所 以 可 取 yi 在 Y 中 的 一 个 邻 域 W 
是 道路 连通 的 ( 据 Y 是 局 部 道路 连通 的 ) , 且 使 得 fA(W)CV. 
现在 只 要 证 明了 7 (W)CV(CN). 任 取 yEW, 取 一 条 道路 : 
B:I—>Y 
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P 
Y 一 了 
e | 
图 5. 5. 4 
使 得 6800) 一 8) 一 >% 且 8CDCCY. 


令 


fÉ = (p|) D, 
则 记 是 B 中 道路 f8 在 E 中 的 提升 ,起 点 为 谣 (0) 二 (p15) -1(f8) 
(O)=(0| o f(y) =oD EV AERD — (p17) ' Cp (DC 
(p|) 'f(W)C (p|) WEV. 

Ba: [一 了 为 了 中 道路 ,使 得 

au(0) = yall) = yi. 
则 B PE b, = ra(0) 为 始点 的 道路 fa : [一 B 在 五 中 以 eo 为 始点 
的 提升 , 记 作 fa , 据 了 的 定义 可 得 

fy) = fz Q), 

即 道 路 所 的 终点 为 了 (yi). 


所 以 由 上 述 可 知 :f2 x 岂 是 有 定义 的 , 它 是 玉 中 以 e。 为 始点 
的 一 条 道路 , 且 是 道路 flax BB 的 提升 ,但 axB 是 Y 中 以 yo 为 始 
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点 ,3 为 终点 的 一 条 道路 .于 是 由 了 的 定义 得 
Fy = Fox 历 (1) 
= (fa * MA) 
= ñ (1) € V C N. 
因为 yEW R IF RR00 5 1487 (W)CVCN,BI Z : YE 是 连续 
的 ， m 


V p | ply“ 


S) 
图 5.5.5 


5.5.4 定 理 ik p: E>B,p :FE' 一 B 均 为 覆盖 映射 ,其 中 
B.E 与 E' 都 是 道路 连通 、 局 部 道路 连通 的 拓扑 空间 ,又 设 peo) 
p Cea) = bo. D pp 与 p 是 等 价 的 覆盖 映射 , 当 且 仅 当 p,m (E,eo) 
5 p.m (E seo) Æ mB, bO WTR. 

证 明 必要 性 

i p: E>B, p : EF 一 B 是 等 价 的 覆盖 映射 ,所 以 存在 辐 胚 

h:E—E 
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使 得 ph = psw h (e) = a € E, 8 h 


h: (Eye) > (Ese) ERIE, É — E 
所 以 诱导 出 的 同 态 N A 
h, : m (Ese) — m (E,e,) P B P 
是 群 同 构 , 即 
h. (m (E',e,)) = m(E,a,). 图 5.5.6 
从 而 得 


pha (E eu) = p.m (Ee). 

由 于 p(a)= p'h '(e )= p Cea) =b, B4 eire € p'o), 
BUL. MAEM 5.5.1 48 p.m (Ese) 5 p.m (E, e0) 3 m (B, b.) H 
HPR, MAI p .xi(E ea) 5 p.m Ere) Æ m (B, b) KAE 
#u EE. 

充分 性 

设 xz.(B,bo) 的 两 个 子 群 p,x(E,eo) 与 p ,rm (E', e", E tt 


的 . 
考虑 图 5. 5.7 
(Eren) 
k ; 
P 
Eco) — (Bh) 


p 


图 5. 5.7 

H p: EF 一 B 是 覆盖 映射 ,E 是 道路 连通 \ 局 部 道路 连通 
的 拓扑 空间 ,由 定理 5. 5.2, 存 在 el1 €C p (b) AE p.m (E,e,)= 
P. m (E se). 

据 定理 5. 5. 3 可 得 户 的 唯一 提升 , 记 作 ,使 得 k(e =, H. 
p k= p. 

考虑 图 5.5.8, 则 同样 可 得 p' 的 唯一 提升 , 记 作 hh 使 得 
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h(e =e Ë. ph= p. 


(E’,e'l ) — (8 bo) 


r 


P 


图 5. 5.8 


aE 
1 


E —— B 


P 
5.5.9 
因为 p(hk)= p'k= p, 
hk: E— E 
R p: EB 的 一 个 提升 , 且 满 足 
hk (e,) = e. 
但 是 , 恒 等 映 射 
LI: E— E 
E p: E>B 的 另 一 个 提升 ,是 Iz(e,) 二 eo ,所 以 得 到 
hk = Ip. 
同样 可 证 kh 二 Jp : E >E. 
综合 上 述 , 则 得 
h: E — E 
是 同 胚 映射 , 且 ph= p, Bl 
p:E—>B 
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与 
pP : E > B 
是 等 价 的 覆盖 映射 . = 


. 设 n 宇 2, 则 S" 到 S! 的 映射 类 只 有 一 个 . 
. 证 明 :S: 到 T? 的 任何 连续 映射 都 是 零 伦 的 . 
. P AT 的 映射 类 有 几 个 ”为 什么 ? 
. 描述 环 面 ,射影 平面 ,Klein 瓶 , Mobius 带 以 及 圆柱 面 的 所 
A A ma M. 

5. 设 p: E— B 是 覆盖 映射 , 且 知 p Cro 5 # ËB 85 , # 
m(B)=Z, R z (E). 

6. 设 p: E->B 是 覆盖 映射 ,求证 p 是 同 胚 人 Sp. z CE) = 
m (B>. 

( 注 :5.6 两 题 均 假设 匹 是 道路 连通 的 ) 


Ae G N — 
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第 6 章 奇异 同调 论 


拓扑 学 的 基本 任务 是 去 确定 二 拓扑 空间 是 否 同 胚 ,而 解决 该 
问题 的 有 效 途 径 ,是 去 寻找 更 多 的 拓扑 不 变量 第 二 章 关 于 可 剖 
分 的 拓扑 空间 的 单纯 同调 群 , 正 是 这 种 空间 的 一 个 典型 的 拓扑 不 
变量 . 那么 一 个 自然 的 问题 是 ,对 于 一 般 的 拓扑 空间 (未 必 可 剖 
分 ) ,我 们 是 否 亦 可 建立 类 似 的 拓扑 不 变量 ,从 而 为 解决 一 般 拓扑 
空间 的 同 胚 与 否 问题 ,提供 一 个 有 力 的 工具 呢 ? 本 章 正 是 围绕 该 
问题 展开 研究 的 ， 由 于 需 兼顾 到 不 同 研究 方向 读者 的 学 习 和 应 
用 ,我 们 在 这 里 仅 限于 介绍 奇异 同调 论 的 一 些 基 本 知识 ,有 在 代数 
拓扑 领域 想 深 入 探究 者 ,可 通过 阅读 本 书 书后 所 列 的 有 关 参 考 文 
献 (< 如 [1] 和 [2j 等 ), 去 进一步 丰富 奇异 同调 论 的 知识 ， 

本 章 我 们 首先 针对 一 般 拓扑 空间 ,去 构造 其 奇异 同调 群 ,并 证 
明 其 拓扑 不 变性 ;然后 将 给 出 奇异 同调 群 计 算 的 一 些 主要 工具 和 
基本 方法 ,并 具体 计算 一 些 空间 的 同调 群 ; 在 此 基础 上 ,我 们 去 探 
讨 奇异 同调 群 的 若干 应 用 ;最 后 我 们 对 相对 奇异 同调 论 和 带 系 数 
群 的 同调 群 作 一 简要 介绍 . 


6.0 预备 知识 :范畴 与 孙子 


众所周知 ,代数 拓扑 即 用 代数 的 方法 去 解决 拓扑 问题 . 为 此 ， 

我 们 在 前 面 曾 就 每 一 可 齐 分 空间 ,对 应 地 给 出 其 各 维 同调 群 . 但 

为 了 比较 不 同 拓扑 空间 的 性 质 ,我 们 仅 将 空间 实体 与 代数 实体 联 

系 是 不 够 的 ,还 需 把 联系 空间 间 的 映射 与 其 对 应 的 代数 系统 (同调 

群 ) 间 的 同 态 结合 起 来 考虑 ,才能 在 更 深 、 更 有 效 的 层次 上 完成 从 

几何 问题 向 代数 问题 的 过 渡 . 上 述 对 应 可 概括 为 :可 剂 空间 及 其 
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单纯 映射 一 > 链 复 形 及 其 链 喘 射 一 ~ 同调 群 及 其 同 态 , 那么 一 个 
自然 的 问题 是 能 和 否 将 这 种 不 同 实体 及 实体 间 的 联系 ,给 出 一 种 统 
一 的 处 理 方法 呢 ? 20 世纪 中 叶 Eilenberg 和 Maclane 提出 的 范畴 
论 ,很 好 地 解决 了 这 一 问题 . 


6.0.1 定 义 ”一 个 范畴 多 由 以 下 要 素 构成 ， 

(a) 一 类 数学 对 象 , 记 这 些 对 象 的 全 体 为 o86; 

(b) 对 每 二 X,YEob6, 给 定 一 个 集 Mor'(CX,Y) ,其 元 素 称 为 
从 和 到 的 射 , 且 将 AE Mor。(X,Y) 常 记 作 f : X>Y; 

(c) 一 个 复合 规则 ;Mor.(X,Y) X Mor, (Y ,Z)—Mor,(X , Z) 
WAC oD >g f EAFAM: 


h 
AAA XY Z 一 >W, 有 he(g*f) 一 (heg)*f 


单位 律 :对 VXEob%, 31, € IMor.(X,X), 使 
Ix ° f = f, V f € Mor. (Y ,X), 
g.e Ix = g, Vg € Mor, (X,2). 
例 1 (1) 集合 及 其 映射 的 范畴 ; 
(2) 拓扑 空间 及 其 连续 映射 的 范畴 ; 
(3) 群 及 其 同 态 的 范畴 ; 
(4) Abel 群 及 其 同 构 的 范畴 . 
iË 1) 在 每 一 范畴 中 ,对 应 于 每 一 对 象 X 的 单位 元 Ix 是 
唯一 的 ; 
2) 若 二 范畴 和 2 满足 : 
(a) ob EC obY; 
(b) Mors(X,Y)CMors (X,Y), 对 VY X,Y €C ob%; 
(c) 多 中 射 的 复合 是 9 中 射 的 复合 的 限制 . 
则 称 % 是 2 的 一 个 子 范 团 . 
例 2 (1) 上 例 中 (4) 是 (3) 的 子 范畴 ,(2)、(3)、(4) 均 是 (1) 的 
子 范畴 ; 
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(2) 带 基 点 的 拓扑 空间 及 保 基 点 的 连续 映射 是 上 例 中 (2) 的 
FË. 


思考 ”请 再 举 几 个 范畴 与 子 范畴 的 例子 . 


6.0.2 定 义 设 《为 一 范畴 , 若 其 中 射 f€ Mor (X,Y). W 
JR XfV gi g. EMore(Y,2Z),g1° f= ge ° f >g 5g: MPK 了 为 满 
的 ; 若 其 中 射 fe Mor, (X, Y) W E: X} V hi h, € Mor (W , X), 
fehi = f°h,=>hi=ho ME f 为 单 的 . 


6.0.3 定 义 对 范畴 中 的 射 fe Mor (X, Y), # 3 f € 
More(Y, 义 ) (Ef ef= Iz, fef =I, 则 称 了 为 一 同 构 . 注意 , 既 
单 又 满 未 必 是 同 构 . 


我 们 已 经 看 到 ,实际 问题 中 存在 很 多 不 同 的 范畴 ,那么 这 些 范 
Bl] ,当然 也 应 当 有 联系 ,而 联系 它们 的 桥梁 正 是 函 子 . 


6. 0.4 定义 设 《.9 是 二 范畴 ,一 个 协 变 ( 反 变 ) 范 子 了 :> 
2 是 一 个 对 应 : 
(a) 对 有 多 的 每 个 对 象 X, 有 2 的 一 个 对 象 FCX) 与 之 对 应 ; 
(b) 对 的 每 个 射 f: XY, A 2 ËJ— + 3 EONO F> 
FEA : F(Y) 一 F(X)) 与 之 对 应 且 满 足 : 
AME: FA) = Iro; 
复合 律 ;F(Cg。 六 一 FCg)。FCP) (Elge PSE. F). 
例 3 “一带 基点 空间 及 其 保 基 点 映射 范畴 ; 
29 一群 及 其 同 态 范畴 . 
A F: C>9,F((X,z.))=m(X,z), 
FCS: (X,z,) > (Y, y) = f, : m (Xiro) > m (Ysy), 
则 王 是 和 到 2 的 一 个 协 变 函 子 . 
注 ， 同 理 可 验证 : 若 双 = 可 前 空间 及 其 单纯 映射 范畴 ,9 一 
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Abel 群 及 其 同 态 范畴 , 则 对 应 民 : €—Q,F(X)= H, (XCX 的 同 
调 群 ),F(f : X>Y)>F =f. : H W>H, (Y) 也 是 一 协 变 
KF. 

例 4 < 4 域 氏 上 的 ” 维 线性 空间 及 其 线性 变换 范畴 ,而 
令 9 二 ,对 应 下 : €—9 ELH FV) = V* (V 的 对 偶 空 间 )， 
Flo: V>W)=F0(a)=o* : W* —V* (a 的 对 偶 变 换 ), 则 下 :> 
2 EERE AT. 


习 题 


1. 对 拓扑 空间 X,Y RCX, YJAM X a) Y 映射 的 同 伦 类 的 
集合 . 
(1) ë X, 是 一 取 定 的 拓扑 空间 , 令 对 应 下: 

X—[X,, X], 


xY [2] [L f: 0], WE F E HERF. 


(2) 设 X, 是 取 定 的 拓扑 空间 , 令 对 应 F. 
X—[X,X.1, 
XvY 一 [由 二 [ep。 门 , 试 证 下 为 一 反 变 函 子 ， 
2 自己 举 几 个 范畴 和 函 子 的 例子 . 


6.1 链 复 形 ， 链 映射 链 同 伦 


在 构造 一 般 拓扑 空间 的 奇异 同调 群 的 过 程 中 ,我 们 所 用 到 的 
其 实 仅 仅 是 一 种 特殊 的 范畴 : 链 复 形 及 其 链 映 射 范畴 . 


6.1.1 定义 一 链 复 形 C 由 带 整数 指标 的 分 次 Abel # (C) 
及 其 一 1 阶 的 边缘 同 态 {3,) 构 成 , 记 作 C= {C, ,9,); 
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Prti 


gn 
` > Cm > C, >C, — *** n € Z, 
EAR? SO. 


6.1.2 定 义 设 C={C,,9,},C 二 {C',,9',) 为 二 链 复 形 , 则 
链 映 射 是 指 从 C 到 C 的 0 阶 同 态 f: C—C' 


Imi 3a 
= Cai > C, 一 Cl 一 


| | 


Patr ER 
CC 一 一 CC —— C”, 1 — *** 


满足 几 a, 一 ai, 对 YaEZ, 记 作 f= ( f.). 

Ë Shegil ER f*g 二 (fg,), 则 易 见 链 复 形 
及 其 链 映 射 是 一 个 范畴 . 

对 链 复 形 C 二 {Cs,9,}, 记 Z, (C) : 二 Ker9,,B,(C) : = 
Im9,41; 由 9? 二 0 过 B,(C)CZ,(C) ,从 而 我 们 可 定义 

五 ,(C) := Z,(C)/B,(C), 

并 称 之 为 链 复 形 C 的 第 n 个 同调 群 ,而 Z, OM B,(C) 分 别称 为 
C 的 第 ”个 闭 链 群 和 边缘 链 群 . 

注 ”车 记 % 是 链 复 形 及 其 链 映 射 范畴 ,而 记 9 为 Abel 群 及 
其 同 态 范 畴 , 则 3 到 2 的 协 变 沙子 下 : % 习 3 使 F(C)= 


H. (O, F(C, =F=f. : H. (C)>H. (G). 


61.3 EX 设 f,g:C>C 是 二 链 上 映射 ,我 们 说 了 与 g 是 链 
同 伦 的 , 记 作 =g: C 一 C ,如 果 31 阶 同 态 T = (T, : C, — 
C'a ,使 
g, — f. = 9 T, + T, 9, 
其 中 工 称 为 连接 了 与 g 的 一 个 链 同 伦 . 


6.1.4 定 义 二 链 复 形 C 与 C 称 为 链 等 价 的 , 若 了 3 链 映 射 
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C=C 
4 


使 
jg 全 TI， 且 p Vs 人 Tc. 
这 里 g 与 y 称 为 C 与 C 间 的 一 对 链 等 价 . 
由 定义 6.1.3 和 6.1.4 不 难 直 接 证 明 如 下 推论 : 


6.1.5 推 论 若 /一 g: C>C , 则 
f.=g. : H, (>H. (C). 


6.1.6 推 论 车 C=C' 是 C 与 C' 间 的 链 等 价 , 则 
H. (O = H. (C) 
是 其 同调 群 间 的 一 对 同 构 . 


习 题 


1. 证 明 链 同 伦 是 一 等 价 关 系 . 
2, 证 明 链 等 价 是 链 复 形 间 的 一 等 价 关系 . 


3. E fi, f, : C> C Ñ gu, ga C 一 C 均 为 链 映射 , 且 


fi f: | gi — g; ,求证 gi f. = g; fo. 


6.2 奇异 同调 群 


本 节 我 们 基本 上 仍 按照 单纯 同调 群 的 构造 模式 去 构造 奇异 同 
调 群 , 即 由 拓扑 空间 我 们 得 到 其 奇异 链 复 形 ,而 把 奇异 链 复 形 的 同 


调 群 作为 拓扑 空间 的 同调 群 . 


6.2.1 定义 设 X 为 拓扑 空间 ,X 的 一 个 育 异 n(n 之 0) 维 单 
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形 是 指 一 个 连续 映射 
s AO- X, 
其 中 和 公 * 是 标准 ” 维 单 形 ( 见 定义 1. 1. 6). 

例 1 Ú C 为 欧 氏 空间 的 一 个 凸 集 ,coycl, cvEC, 则 仿 射 
上 映射 go” : 人 "一 Cg"(e,) 二 ci 二 0,1,…,n, 是 凸 集 C 上 的 奇异 
维 单 形 . 

i£ 奇异 ” 维 单 形 是 指 一 连续 映射 ,而 非 连续 映射 下 的 像 ,但 
奇异 0 维 单 形 可 等 同 视 为 空间 X 中 一 点 ;另外 ,奇异 1 维 单 形 事 
实 上 是 X 中 的 一 条 道路 . 

j S, (X) 为 由 XX 的 所 有 奇异 n 维 单 形 生成 的 自由 Abel 群 , 即 
S,(X) := {》)ho';k, € Z, 且 除 有 限 个 外 ,其 余 &, = 0} ,其 元 素 
称 为 X 的 奇异 n 维 链 . 另外 , 当 ”< 0 时 , 令 S,(X) : = 0. 

Ro 是 X 的 一 育 异 nn 维 单 形 ,对 整数 OSSE XX 
奇异 (2 一 1) 维 单 形 ac" 为 

do C LoLa stt Lr) = oo (Xo Li tt Te 07 Laa) 
Poo" Eo 的 第 i 个 面 . 
由 于 第 i 个 面 算 子 9, 是 从 奇异 维 单 形 集 到 奇异 (x 一 1) 维 单 
形 集 的 一 个 映射 ,从 而 习 唯 一 的 间 态 扩张 : 
9,: S,(X) — Sma (X), 
Bpa CO] kor) = 》)k9.07, 由 此 当 w > 0 时 我 们 定义 边缘 算 子 3 
是 同 态 
: 3: S,(X) > Sm (X), 


n 


其 中 3 = >ya W 4 n < 0 BF, E a = 0. 
6.2.2 @ 7 =0. 
证 明 只 需 对 奇异 ” 维 单 形 证 明 即 可 . 
HUE kj 时 ,949, 二 9,-19%. 
143 


事实 上 
9,1940 (To 9 1 Ú °° In) 
= 9ia(Crzoy °T 20s Tt" sIr) 


OL Eo s**t T2050 213s Te 2) sk =j— l, 


PAET Caa 1 »0 ,Xk 2° Ty ,0 s —1 °° sZ 2) Ë < j — 1. 
343,0 (xo |... sIn) 
= 3a (xo 9 Za 0 Tes ,Tz ) 


0CZzo s Tel :0,0 Th ns ) k = j=l, 


oxo |""" s Tei Osa s**t Z, 0s T, |". ,2 ) ,大 < J 一 l. 


所 以 当 k< 时 ,919, 二 9,_190;. 
o= 9(90) = 9( X, ao) 


= D)(—1)'9(90) = >] (~—1)™9,0w0 


= > (一 Dmalac 十 > Y3, ao 
1>} 


S; 


[ 


>C DYI, + >C D9,90 


12>J 1S3 

= >) (一 Da-ac 十 > (一 Daaa 
11>; eg 

= XC Diri, o+ 2) C 18, 
t< S3 


6.2.3 定义 称 SCX): =(S,(X),2,) AMIS X 的 奇异 
链 复 形 ;而 Z, (X) : =Ker3,, B, (X) : 二 Im9,+1 分 别称 为 XX 的 n 
维 奇异 闭 链 群 和 ?7” 维 奇异 边缘 链 群 ,它们 的 元 素 分 别称 为 和 的 7 
维 闭 链 入 维 边 缘 链 . 

由 命题 6. 2.2 知 Z, (X) =Ker3, Dima, = B, ( X) ,所 以 我 们 
有 : 
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6.2.4 定 义 称 商 群 
H,(X) := Z,(X)/B,(X) 一 KergwyImas 
为 拓扑 空间 X 的 ” 维 奇异 同调 群 , 其 元 素 称 为 X 的 ” 维 奇 异同 调 
类 . 同一 同调 类 中 的 元 素 称 为 相互 同调 的 . 

注 “对 于 可 剖 分 空间 ,我 们 既 有 单纯 同调 群 ,又 有 奇异 同调 
群 , 一 个 自然 的 问题 是 ,这 二 者 有 何 关 系 ? 答案 是 :二 者 一 致 . 但 
限于 篇 幅 ,我 们 在 这 里 不 作 详 细 讨 论 , 有 兴趣 者 ,可 参见 文献 [2]. 

为 今后 应 用 方便 ,我们 还 引 和 人 如 下 的 增 广 奇异 链 复 形 和 简约 
奇异 同调 的 概念 


6.2.5 定义 称 SCX): 一 {S$,(X),3) 为 拓扑 空间 X 的 增 广 
奇异 链 复 形 , 其 中 


~ S,(X)， 一 1， 
S,(X) -| n 
9 n 一 一 1; 
~ Ino 0, 
而 3, = | "> 
0 维 链 之 系数 和 ,n = 0. 


而 称 SCX) 的 同调 群 为 空间 X 的 简约 同调 群 , 记 作 H. (x. 
i ”拓扑 空间 X 的 同调 群 与 简约 同调 群 的 关系 是 
FH,(X), n> 0; 
HX OOZ, n=0. 
例 2 用 pi 表示 单 点 空间 , 求 其 同调 群 . 
对 任意 wn 宇 0, 该 空间 仅 有 一 个 奇异 n 维 单 形 , 故 其 n 维 链 群 
0， n( 之 0) 为 偶数 ，; 
S, (pt)，n( 之 0) 为 奇数 . 
而 B, (PD =Z, p) (nn 之 0) ,所 以 
0, n> 0; 
Z, n=(0. 
例 3 设 X 是 道路 连通 空间 , 则 H, (X) = Z. 
事实 上 , 取 定 X 中 的 0 维 单 形 zo, 则 其 显然 是 XX 的 0 维 闭 链 . 
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瓦 ,(X) -| 


S, (pD) = Z, H. z= | 


H, (bt) = | 


另外 , 因 义 道路 连通 ,所 以 xz, 与 XX 中 的 任 一 0 维 单 形 ( 闭 链 ) 同调 ， 
从 而 X 中 任 一 0 维 闭 链 > ko 同调 于 ( k) B 3 满 同 态 
SX Z, hko = Xl, 
HË hÒ kot) = >k, 一 0, 则 
Siko? = Xk — z) = àY(>7kal), 
HP o 是 X AA zo Ao 的 道路 . 所 以 


H, (X) = S, (X) /1mə, = s D = 


例 4 设 空 间 X BJ 3B PRE m 3 N X. er W 
H,(X) =@ H,(X.) 
事实 上 , 若 令 X 的 奇异 链 复 形 为 SCX) 一 {S,(X),3,)，, 则 
S.CX) = SX,) ,0 | Si (Xa) © S, (Xa) 一 SICX。)， 
所 以 


Z,(X) =@ Z,(X,), B,( X) =O B,(X.), 
<€ T € 
H, (X) =Q H.(X.. 


习 题 


1. 设 X 为 道路 连通 空间 ,证明 H,(X)=0. 
3 b 


图 6.2.1 


146 


2. wa b ELURX 中 两 点 , 则 (a,p) 和 (pa) 均 是 和 中 的 1 
维 单 形 , 证 明 :(a,b) 关 一 (b,a), 但 (a,5) 与 一 (5,a) 是 同调 的 ( 即 它 
们 相差 一 边缘 链 ). 
3. 设 正 方形 P 的 四 个 顶点 为 名, b bt CUB 6.2.1), 而 ol 
=(P, b,b) o = (b°, b 2) E P BJ 153 2 维 奇异 单 形 , 求 
aloi to:) MIlo 一 oz )， 
4. W p: P—T,q :了 ~ 一天 为 正方 形 到 环 面 工 与 Klein f K 
的 商 映 射 , 今 有 芽 与 K 上 的 2 维 奇异 单 形 
m = p b,b), o = p, b,b), 
n = qls), mn = aE’), 
w = qee) = glei. 

RHE 3Co 一 oa ) =0, Ilr Hr) = 2w 2w 0. 


b b? e e 
T K 
b° b: eo cl 
6.2.2 


5. 车 拓扑 空间 X 为: 
(a) 有 限 集 带 有 通常 拓扑 ; 
(b) 离散 可 数 空间 . 

试 确定 同调 群 H,(X) (n>0). 


6.3 奇异 同调 群 的 同 伦 不 变性 


设 f: XY 为 拓扑 空间 X 到 Y 的 连续 映射 , 则 对 X 中 的 任 
—n 维 奇异 单 形 c" OSX, fo" AY 便 是 Y 中 的 维 奇异 
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单 形 . EF Sa O= fo", M f, EA X BJ n 维 单 形 集 到 Y 的 n 维 
单 形 集 中 的 映射 ,再 作 线 性 扩张 , 便 有 同 态 

f. : S,(X) — S,(Y). 
易 证 f4 EA X 的 奇异 链 复 形 SCX) 到 Y 的 奇异 链 复 形 SCY) 的 链 映 
BL. B (fg), = f, ga ,再 由 6.1 节 的 注 , 上 诱导 了 同 态 f. : H,(X) 
—H,(Y), B (fg), = f. g. ,现在 试问 , 若 >g: X>Y, f. 与 
8 的 关系 如 何 ? 关于 此 问题 ,我们 有 如 下 结论 : 


6.3.1 定理 设 f<eeg : X->Y, 则 
f. = g. : H,(X) = H,(Y),n> 0. 
证 明 i f 5g 间 的 同 伦 为 F : XX Ip Y ,B[| f(z)= F(x, 
0),g(r)=F(r,1), V +€ X. 
记 l : X> XXI, L (z)= (x,0); 
h: X> XX I, I (z)=(x,1). 


则 f=Fl,g= Fl, 
所 以 fa =Fs bs ga Fa hs. 
为 证 f. 二 g, ,只 需 证 f. — g. ,也 只 需 证 L, ~ha. 如 图 6.3.1 
?CC 
< 
RE 


站 “A 


e 一 一 
€o e 
A Ñe 


€ € 


图 6.3.1 


所 示 ， 
log (o) (Leo er st sen?) = (o"X D , eose stt e.) 
而 
148 


Li# Co") (eo sE atte) ) = 《om > IDy (ë 21 attt’ Ē,)). 
定义 pa : S, X) S, (XX DK 


Pala") = X Da DS 1)' (ey,e, tEn) 
:0 
则 可 以 证 明 ( 留 给 读者 ) 
Inti b, + Pri19a) C0)= O X D s ost sën) — (et 6,22) 
= hs (o) — ba (o), 
即 Iati Pn T b, 19, ha Slog > 
所 以 lo# Shig. E 


6.3.2 推论 # f: X—Y 是 一 同 伦 等 价 , 则 H, ( X) — 
H,(Y),H,(X)=H(Y),n20. 


6.3.3 推 论 Ait AX EX 的 收缩 核 A 到 X 中 的 含 人 ， 
Wi : HAH, X) n 宇 0) 是 到 互 ,(X) 的 直 吉 项 上 的 一 单 
PE AEX 的 一 形变 收缩 核 , 则 H, A: H, (X). 

事实 上 ,推论 6. 3.2 及 推论 6.3.3 的 第 二 部 分 是 明显 的 ,以 下 
只 证 推论 6. 3. 3 的 第 一 部 分 : 

记 H,O RFF G =mi ;另外 , 若 设 收缩 z : X 一 A, 则 记 
G, 一 Kerg . . 因 在 H,(A) E 

g.i, = (gi), = a), = Lu: 
所 以 i, 是 单 的 . 
注意 到 若 aEGi 门 G2, 则 BEH,(A), 使 i, (8) =a, H g. (a) 
=0. 所 以 
0=g. (a)=g,1. (89) 一 po 一 0. 
另 一 方面 ,对 VYE H,(X)， 
y=i,g.(y)+ (y—i,g. OD), 
即 y 表示 成 了 Gi 中 一 元 素 与 G, 中 一 元 素 的 和 ,所 以 
H,(X) = G, OG. 
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在 本 节 的 最 后 ,我 们 想 明 确 1 维 同调 群 与 基本 群 之 间 的 关系 ， 
它 对 我 们 理解 1 维 同 调 群 的 几何 意义 及 计算 1 维 同调 群 都 有 重要 


6.3.4 定 理 设 X 为 道路 连通 的 拓扑 空间 ,zeoEX 为 基点 ， 
则 习 满 同 态 
0: m (Xx) — Hi(X), 
使 Ker6 Ær (X r O WRAT. A, H, X Æ m ( X , zo ) W 
Abel 化 . 
证 明 ” 记 标 准 单 形 公 ! 与 单位 区 间 I 的 线性 同 构 为 w, 则 对 
V[o]€ =m(X, xo); 
(1) 建立 映射 
h: m (X,z,) -> HH1(X), 使 
hl([o]) = [ow] := [u]. 
因为 du 一 5(1) 一 5(C0) 三 0， 
所 以 4 是 1 维 闭 链 . 
XË o=o: 3D >K, r) W Jo, : SI 一 XI 一 1,2, 使 


s=, A'1(A'i 为 代表 HSO 的 生成 元 的 1 维 奇 异 单 形 ). 


o”, 
I 一 > S! x 


°| M 


A! 


图 6.3.2 


而 由 m Co >o = : S — X. 所 以 由 定理 6.3.1 有 
(s), (A) 一 (Go), (A), 
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BẸ [ow] = [ow]. 
所 以 上 述 h 的 定义 是 合理 的 . 

(2) 证 明天 是 一 个 同 态 . 如 图 6. 3.3, 易 证 As 上 任 一 点 Q 可 
表 为 


(a) QSte: 十 于 (1 一 DG 一 9(e 十 es) 十 (1 一 t)sei ,或 


(b) Q=0— De HEC — s) (e 十 ez ) + tse. 


图 6. 3. 3 


对 X 中 以 ze 为 基点 的 任 二 闭 道路 cm ,cz , 今 定 义 X 上 一 2 维 
TRAE A SX 如 下 ;对 情形 (a) 中 的 Q,o*(Q) =o (t) ;对 情 
形 (b) 中 的 Q,c (Q) =o; (t) , NJ Ep iE2 2 =s, +c, o * o) > )Á If 
h([o; žo J)=h([ a; DHRC DB Ak AAA. 

(3) 证 明 六 满 . 

xF V W z = Y ka, € Zi1(X), 则 

0 = Ə2== X1k,(s, (1) — o, (0)), 
即 合 并 同类 项 后 ,所 有 系数 均 为 0. 因 和 道路 连通 ,我 们 可 取 从 x。 
到 (0) 的 一 道路 为 Mo, 从 z 到 mm(1) 的 道路 为 1: (注意 ,所 取道 
路 只 依赖 于 端点 ,而 不 依赖 于 指标 )， 于 是 适当 分 散 同类 项 后 ,有 
DC 一 Mo) = 0. 
令 a, t 一 10 十 o 一 Ma， 
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则 z = 2 ka M Y, = ào * o, XAT 为 闭路 ,所 以 
AC [I x = [zj) 
即 疡 满 , 
(4) 取 X 中 以 z 为 基点 的 闭路 y= ] |=: ,其 中 6 为 道路 ,而 e 


=+1. 记 explo,) : = >e, , 今 证 [7 e€ [zi (X,zo) m (X ,zə) ]S 对 


y 的 所 有 不 同 因子 道路 w, explo) — 0. 
事实 上 “一 ”显然 . 对 “=”, 取 从 ze 到 a 的 始点 和 终点 的 道路 
分 别 为 ou ,于 是 
r= [o ~ DL avoar >s. 
车 [yj 在 m(X, zo) H) Abel 化 中 的 陪 集 为 y, 且 记 
B :一 hoc 了， 
Nj y = Dep, 一 > expla, pb = 0, Bp 
[y]€[m(X.xz.),m (X ,=.) ]. 
(5) 证 Kerh = [m (X,z.),m (X,z| ) J. 由 于 H, (X) 为 Abel 
的 ,所 以 [zm (Xros mn (X ro) ] C Kerh, ZZ ,# h([yJ) = 0, lj 
32 维 奇异 链 了 ko, 使 9(D》 ko) = w, BI 
Yw = Sk. loo 一 aa Toz). (x) 
因为 yw 与 cu 均 为 1 维 奇异 单 形 ,所 以 上 式 经 合并 后 , 除 yw 
的 系数 为 1, 其 余 系 数 均 为 0. 取 X 中 从 ze 到 oo(0),co(0) 和 
on《1) 的 道路 分 别 为 Aw sAn F A F 
Bo := àn * Go * Àz > 
Ba t= Ào * Ga * Àm 5 
Bz := ào * Go * Àn. 
于 是 
B :一 Bo * Bn * Be =. * Gi X Ga % 02 * Àn Cros 


152 


所 以 Jr = 1. 

由 上 述 关于 对 yw 的 表达 式 ( x ) 的 考察 可 知 
yen” 

中 各 不 同 因子 道路 的 指数 和 为 0, 由 (4) 


[y] e€ [m (X, xo) ,A €X ,zo)]. 
综 上 ,有 


m CX sz0) /En (Xs x0) sn (X, ro)] 


= m(X,z,) Kerh = H, GO. = 


例 设 K=Klein 瓶 ,因为 m (K,z ) = {a ,az;a1azaj az}, 
从 而 
H, (K) = mı CK ,zxo) /Lr sxi] = ze Z. 


2) 题 


1. 证 明 若 f: X—Y 同 伦 于 常 值 映 射 , 则 y. : H. (X)— 
H.,CYO(Ə(H. (X) = (H,(X);nC€ Z PERAS, AAMER A X 
可 缩 , 则 和 是 零 调 的 (Acyclic) : J V n€ Z, H, (X) =0. 

2. 求证 H. (XI) 是 一 协 变 函 子 . 

3. 设 i: X>XXY,i(r)= (zx, Yo), 

RHE i Ha (XH, XXY) nE Z 为 单 同 态 ， 

4. 证 明定 理 6. 3.4 PHRAS h: mX, toH ONORE 

(1) # f : (X,d) >Y, y) M| fe A= hf. ; 

(2) # u: I> X 是 从 ze S) z, 的 道路 , 则 hu, =h, BB El 
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Z (X, xo) N, 


Us H Q) 
z (X, x) A 


图 6.3.4 
可 换 . 
5. 求 下 列 空间 的 0 维和 1 维 简约 奇异 同调 群 : 
(1) 球面 S"; 
(2) Möbius 带 ; 
(3) 射影 平面 已 . 


6.4 Mayer-Vietoris 序列 


以 上 我 们 讨论 的 是 奇异 同调 群 的 基本 概念 和 基本 性 质 ,它们 
为 我 们 计算 同调 群 ,并 进而 利用 同调 群 理论 研究 有 关 拓扑 空间 的 
性 质 , 提 供 了 一 定 的 工具 和 方法 ,但 回想 已 掌握 的 奇异 同调 理论 ， 
我 们 感到 计算 同调 群 的 方法 十 分 有 限 , 除 个 别 空间 的 同调 群 我 们 
已 完全 知晓 ,少数 空间 的 低 维 同调 群 有 所 了 解 外 , 稍 复杂 一 点 空间 
的 同调 群 (尤其 是 高 维 同调 群 ) ,我 们 至 今 无 法 得 到 ,为 此 ,从 本 节 
开始 ,我 们 打算 丰富 一 些 求 同 调 群 的 手段 和 途径 . 

为 给 出 关于 同调 群 的 Mayer-Vietoris 序列 ,我 们 先 叙 述 有 关 
同调 代数 的 基本 知识 . 

Abel 群 及 其 同 态 三 元 组 C- 二 -D ->E 称 为 正 合 的 必 Imf 一 
Kerg; Abel 群 及 其 同 态 序列 

-—> G. n. G, f G, > G. — >... 
称 为 正 合 的 人 其 每 三 元 组 均 为 正 合 的 . 
例 1 一 链 复 形 C=C, IESS H,t(C)=0,n€ Z. 
例 2 三 元 组 0 *C DERM /为 单 同 态 ,此 时 记 作 
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C>>~D; 三 元 组 D -一 ~-E->0 正 合 , 则 g 为 满 同 态 ,此 时 记 作 
D>> E; m 4 0 一 C->D->0 正 合 时 , 记 作 C >D. 

对 于 链 复 形 及 其 链 映 射 的 组 

0> C-D-E >90, 
称 其 为 短 正 合 的 今 对 VnEZ， 
o> C D >E, 0, 

是 Abel 群 及 其 同 态 组 的 短 正 合 列 . 

易 见 ,对 上 述 链 复 形 的 短 正 合 列 ,我们 有 如 下 可 换 图 


| Í| | 


f g 


0— C, -一 > D,—> E, -一 >0 


' + 1 


从 而 相应 于 n: 


H,O 二 > H, (D) "> H,CE), 
相应 于 7 一 1 : 


H, (O — H, , (D) “> H, (E). 
为 了 能 将 上 述 各 同调 群 及 其 同 态 组 联系 起 来 ,我 们 定义 联结 同 态 
a，: H,(E)—>H,1(C) 如 下 ， 
H e, € Z, (E), RA g, WAL d, ED, IË g. (d,)= e,. 又 由 
上 图 的 可 换 性 ,g，;, (3d) =3g, Cdp) =3e, =0, MT 3 cai € Cai, 
使 f, lend 5da 再 注意 到 fr- (ac ) 53 faoi Cra) Ed, 
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=0, H A-: 单 ,所 以 ac :一 0, 即 crE2Z CO , 取 对 应 
En — > Crie 

另外 , 若 e,,e ,是 2Z,(E) 中 同调 的 闭 链 , 则 erri€ Enri o AË e, 
>en =en. B drd a WME gnda) Sens gnda) 一 es 而 cl， 
Ca ECE faoi (c,-u )=Əd,, fa (C, )=əd,. H ga o E 
以 3d 使 gd) 一 el H gn (Odp) =I Ent (d,,1)=Ə3e,+1 
=e, e, =g, Cd, — d'n), B d, — d'n — ad € Kerg,=Imf,, B 
Je, EC, E falen) =d — d'n — 3day PAVA fai 3n) =I fn Cen) T 
ad 一 9d n= fai CCa C n) M fs-1 单 ,所 以 cai C -一 ac， 
所 以 c-: 与 c :在 Z (OWA AARP. 至 此 ,我 们 有 : 


6.4.1 定 义 称 上 述 同 态 9,: H, (E)— H,-  (C),2. (Cen) 
一 [c,_1] 为 短 正 合 列 0>C >D — -E_>0 的 联结 同 态 . 


6.4.2 定理 设 有 二 链 复 形 短 正 合 列 的 可 换 图 


o> C, p Z, E>0 


“| oeo] 
, f 7 a , 
0—> C — D —- E 一 0 
则 了 同调 长 正 合 序列 的 可 换 图 ; 
f» Br* 93. f> 

«> H, (O-—H, (DH, (DH, (CC) 一 一 … 

e| B| r| a| 

a H, (COL >H, (D) EH, (EDZ H, (C... 

证 明 先 证 上 .下 二 同调 长 序列 的 正 合 性 : 

(1) # 五 ,(D) 处 的 正 合 性 :Imj， = Kerg.. 因 gj 一 0, 所 以 
g. f.=0,) m Imf, C Kerg. ; XF V [z] € Kerg. , Mj g. [z] = 
[g(z2) J=0=g(z2) =Əe=əg(d)= g(9d) ,B|] g(z—Əd) =0= 3c&€ C, 
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使 f(c) 二 xz 一 9d. 注意 9f(c) 二 fl(9c)==9z 二 0, 而 f 单 ,所 以 3c 二 0， 
所 以 c 为 闭 链 , f(c) 亦 为 闭 链 , 且 f. ([c])=[f(c)]=[zjE€ 
Im 和 ,所 以 Imf, =Kerg,. 

(2) 在 H,(E)#FBJiF S FE:Img, =Ker2,. 由 定义 6.4.1 易 见 
3. g. 一 0, 所 以 Img, CKerg, ;反之 若 [zjE Kera. , 即 9, ([z]) =o, 
据 9、 的 定义 ， Jd, € D, K c,-, € Zi (C) 使 En (da) = Zs fami Cn) 
=əd,, B[c,- i ]=29, ([z])=0. EFLA Icn € C, , 8 cn = cnai , 即 3d， 
= fai (Icn) =I fa Cn) [z]—=[g,(d,)]=[zg,(d,)—g,f.(c,)]= 
Lgr ld, — falen] 5g, ([d,— falen) D EImg.. 

(3) 在 吾 ;,_1 (0C) 处 的 正 合 性 :Im9, 二 Kerf,. 由 定义 6.4.1 易 
M f. 2, = 0, Jf Ú Imə, C Kerf, ;反之 车 [zj € Kerf, , M 
f. [z=])=[ f(z2)]=0. 所 以 3deED, ##əd= f(x) , A Ë] 

ag(d)=g(3d)=g(f(z))=0, 
[g(d)]J€ H, (E), H 
2, [g(d)])=[z]€ Im2,. 
(4) 最 后 证 方块 的 可 换 性 :只 需 证 :a. 93, 53n y... 
对 YL[z]==[g(4d)]€ H,(E),# 
a. ([z])=3, ([g(dx>])=[c], 
其 中 394 二 了 (ec) ,因此 a.9,([z]) 一 [9Cc)]; 但 fa(e)==pBf(c)=pod 
二 9(B8(qd)), 从 而 
[a()]= 90, CERDD = 09, ([yg (dq)]) = 2', y. ([g(d>]) 
=g, y. ([z]). 

所 以 avg. = 2',y.. mC 

上 述 定理 6.4. 2 的 结果 ,我们 称 其 为 同调 正 合 序列 的 自然 性 ， 
它 将 是 我 们 下 面 给 出 的 关于 同调 群 的 Mayer-Vietoris 序列 (简称 
M-V 序列 ) 的 基础 . 不 过 ,在 正式 引入 M-V 序列 之 前 ,我 们 还 有 些 
准备 工作 要 作 . 

设 入 是 拓扑 空间 X 的 任 一 覆盖 ,Sx( 科 ) 表 示 由 n 维 奇 异 单 形 
a t A">X, r (ACUE UERR S, CX) 的 子 群 , 易 见 
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Im2,.0" C Imo". 

从 而 有 边缘 算 子 

a,: S'(X) > Sh (X). 
由 此 ,对 和 的 任 一 覆盖 4 ,存在 一 链 复 形 SX = 1S/(X),9,). H. 
易 见 含 人 映射 

: S'(X) — S( X) 

是 一 链 映 射 TEA /是 拓扑 上 E Y 的 一 覆盖 , 且 映 射 f XY 
满足 对 YUE ,3VE 使 FIC)CY, 则 卫 链 映射 

fa : S*(X)— S' (Y), 
H fsix=iyf a. 

我 们 现在 给 出 在 计算 空间 的 同调 群 时 ,起 本 质 作 用 的 一 

B. 由 于 该 结论 的 证 明 ,涉及 较 多 的 预备 知识 ,在 此 我 们 将 其 略 
去 ,读者 可 参看 文献 L1] 或 L3]. 


6.4.3 定 理 设 勾 是 拓扑 空间 X 的 子 集 艇 ,使 得 Int&%( 由 % 

的 成 员 内 部 构成 的 子 集 得) 覆盖 X , WI] 
: H,(S'(X)) — H,(X) 

是 一 个 同 构 ,n€ Z. 

思考 “定理 6.4. 3 中 的 条 件 “Int 汉 覆盖 X” 是 必需 的 吗 ? 为 
什么 ? 

作为 上 述 定理 6. 4. 3 的 一 个 直接 应 用 ,我 们 现在 给 出 关于 空 
间 同 调 群 的 Mayer-Vietoris 序列 : 

设 U,VCX, 且 IntUUIntV= 外 ,WU= {U,V), 且 下 图 中 的 映射 
全 为 含 人 


S 
NA 


则 我 们 首先 有 
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6.4.4 引 理 设 符号 表示 意义 如 上 , 则 村 链 复 形 的 短 正 合 序 
列 

0o — sU N V E sU) O Ss) ŽS sX) — 0, 
其 中 gs Cc)=(Ciy (c), —Ja (c)),hy (disd) =b, (d. )+ L, (d). 

证 明 由 S*(X) 的 定义 ,可 知 及 ;是 满 的 ; 男 外 ,gs 是 单 的 , 因 
ia Hl, 都 是 单 的 . 所 以 ,只 和 需 证 :Img#8 二 Kerhs. 


因 ha og# (c)=h, Gs (c),—j#(c)) 
=k. ig (c) —h j I (c)=c—c=0, 
所 以 Img; C Kerh,. 
KZ ,# 


hs (di,ds) = ks (d1) + L, (ds) = 0, 
设 
d, = Dko,,ds = >a,, 
Eto, 各 a, 分别 是 U 和 V 中 的 奇异 单 形 ,因此 作为 X 中 的 奇异 链 
Siko, + X La, = 0. 

由 于 SCX) 是 自由 Abel HEX , AREA k A0, Ë 3 3 jE o= 
a ,县 太 一 一 0; 同 理 对 每 个 2 天 0, 33 a E a, =o, B 5k. 
从 而 di,d; ES(UNVD), 且 di 二 一 dz. 所 以 ， 

(d.,d,)= (—d,,d,)= g, (—d,)C Img,. m 


6.4.5 定理 (Mayer-Vietoris 序列 ) 设 U, VC X , E 8 IntU 
UlntV= X, J 3 KERJ 
..— HU n V) E> H,U) @ H, S> 
HX) — Hna UNV — ~, 
ER g, [2D = G. ([z]), —j, ([z))), 
h, Cr} CyD =k, CD +, CLy]). 
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证 明 由 引 理 6, 4,4, 定 理 6. 4.2 和 定理 6.4. 3 即 得 . m 
利用 定理 6. 4. 2, 我 们 还 可 得 到 如 下 推论 . 


6.4.6 推 论 设 IntUUIntV 一 X,IntU UIntw = X” ,而 三: 
X,U,V 一 X' ,U',V', 则 下 有 下 面 长 正 合 列 的 可 换 图 : 
|-> H, (U [1 V> £". H, (U) @ H,,(V> P... H, (X) 了 Hema (U N V) — … 
F: l. os, |s V: 


“ MW. Z. 
人 图 用 (四 一 > H,(X) — Hea (U NA V) — ==. 


为 灵活 多 变 地 利用 Mayer-Vietoris 序列 ,研究 同调 群 的 有 关 
问题 ,本 节 的 最 后 ,我 们 再 给 出 Mayer-Vietoris 序列 另 一 更 好 利用 
的 形式 . 

设 4ACX 是 拓扑 空间 X 的 强 形变 收缩 核 , 则 由 推论 6. 3. 3， 
H, (ASH, (X) nE Z. 由 此 我 们 还 有 : 


6.4.7 推论 设 X,XCX 闭 , 且 X=XUX , MA: = 
X, 门 X; 是 其 某 邻 域 U 的 强 形变 收缩 核 , 则 有 下 述 Mayer-Vietoris 
序列 成 立 
> HA) Ë, H,(X,) @ HK) HO) > Hm (A) — +=. 
事实 上 
(1) #'U,=UUX,,i=1,2,WJ U, 是 X, 的 邻 域 , 这 是 因为 若 = 
EX B rẸ¢U, Mj +€ XX,CX.CU,G= D. 
(2) X, 是 U, 的 强 形 变 收 缩 核 ,这 是 因为 若 令 h :UXI>U 
E U 到 A 的 强 形变 收缩 , 则 A : U, Xx I—U,, 
Xr € X., 
h(z,),z € UN(X.NA) 
EEU, 2) X , 的 强 形 变 收 缩 . 
(3) H (1) ,IntU, U IntU, = X, 
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h,(x,t) 一 


所 以 长 正 合 列 


. h. 32. 
«>H, (U, NUD ES H, U DDH, UDH, (O-H, (U, DU, =... 
l ¿ll lI l 


r 


h. 3. 
“>H, U) H, (X DOH, (X2)—>H, (X) 一 > CU) 一 … 
2l l l 2l 


£ h. Ja 
*—H, (A) -H, (X )@H,(X,)—H,(X)—H, (Aee. 
即 有 长 正 合 列 


B* h. 9. 
-——H,(A)—H,(X,)OH,(X,)——H,(X)——H,-, (A)—--.. 
Xx, 


x, 


图 6.4.1 
例 RAS 的 同调 群 . 
取 S 的 上 .下 半圆 分 别 为 X ,X;( 如 图 6.4.1), 则 
A: =X NX =S ,由 推论 6.4.7, 有 长 正 合 列 
.——H,(S)—>H,(XG@H,(X,)—>H,(S')—H,- (S) >n. 
`á n>1 时 
H,(S')—>H,(X,)+H,(X,)—H,(S')—H,_, (S°) 


lI zl I ¿ll 
0 —— 00 — H,(S')——0. 
所 以 H,(S!)=0. 
而 当 n=1 BE, H, (S!) = x, (S' ,Xo0) /Lx , m =Z, A mX S' ;有 
Z, n = l, 
H, (S) = 
0, n Æ 1. 
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1. 证 明 下 列 命题 ; 


(D 设 有 短 正 合 列 0 一 >C 一 >D E —0, W 3k,E—D, 
使 jk 二 IESi(C) 是 DD 的 直 加 项 . (此 时 称 上 述 短 正 合 列 为 民 正 合 
的 ); 

(2) 车 短 正 合 列 0 一 >C 一 >D 一 >E 一 ~0 中 ,已 是 自由 A- 
bel 的 , 则 其 必 是 裂 正 合 的 . 

2. 设 有 下 列 Abel 群 及 其 同 态 的 可 换 图 , 且 每 行 都 是 正 合 序 
列 . 


Ql az a3 a 
CG —C: 一 一 C 一 一 C 一 一 ~(C5 


Poh o b F 


ñ 8 Bs 


D, -D, p, p, D, 

证 明 若 xi ,7Y; ,7 Ü y; 均 为 同 构 , 则 y, 也 是 同 构 (此 命题 称 为 五 引 
理 ). 

3. 用 正 合 列 证 明 若 X 关 9, 则 H, (X): H, (XVZ. 

4. 直接 利用 定理 6. 4.5, 求 H, (S) z€ Z. 

5. 设 IntUUIntV=X,UNV 关 0, 试 表述 并 论证 简约 同调 群 
的 Mayer-Vietoris 序列 ， 

6. 针对 简约 同调 , 试 表述 并 论证 推论 6.4.7 的 一 个 类 似 . 


6.5 同调 论 的 一 些 应 用 


本 节 作 为 前 面 同调 理论 的 一 个 应 用 ,我 们 首先 去 研究 球面 的 
同调 性 质 , 并 由 此 得 到 关于 球面 的 一 些 著 名 结果 ;然后 我 们 将 归纳 
并 进一步 丰富 计算 同调 群 的 手段 和 方法 . 
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首先 ,关于 球面 的 同调 性 质 ,我 们 有 : 


Z, m= +, 
0， 否则 . 
证 明 当 n=0 时 ,定理 显然 . 


6.5.1 定理 Hs)= | 


图 6. 5.1 


当 ?>0 时 ,同上 节 末 例子 中 一 样 , 令 X, , X, 分 别 是 S" 的 上 、 
下 半球 面 , 则 A= X, nxs:=S ,是 有 简约 同调 群 的 长 正 合 列 
(6.4 节 习题 6) 
Hn (X OH, (X, HR, (SH, (CS 一) 一 
FH,_,(X DH,(X,)—…. 
但 由 6. 3 节 习 题 1 ,至 ,(X,) 王 0CX, 可 缩 )， 
所 以 H, SoS S), 
=~ Z, m=n, 
Hn (S) = 0， ÆR. m 


6.5.2 推 论 S" AEF S"en=m,)m R AEF 


R”Sn=m. 


6.5.3 推论 。(n 十 1) 维 贺 盘 DURA S 为 收缩 核 . 
事实 上 , 若 不 然 , 则 3 收缩 映射 > DHS, f r SS Iy, 
即 天 一 Te ,所 以 
ris = In, s: 
注意 Aso, DA, S), 
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由 于 互 ,CD"+0) 一 0, 且 百 ,(S ?一 Z, 所 以 不 可 能 有 


r. 1. 一 In s. 


6.5.4 推论 (Brouwer Rah PA SE J) Bh f: D' — D* 必 有 
不 动 点 ; 即 3xED" ,使 


f(r)=x. 
事实 上 ,假若 对 VYzED",f(z) 关 x, 则 (如 图 6. 5. 2) 
g(x) 
图 6.5.2 
3 连续 映射 
g : D" > S"-1 , 
H g| S! 一 Jo i. 


所 以 &g 是 D" #| S 上 的 收缩 映射 ,这 与 推论 6. 5. 3 不符 . 


Bnl 7 SS 为 一 映射 ,选取 同调 群 H, SOS 的 生 
成 元 a W f. : 襄 ,(S") 一 百 ,(S") 为 同 态 , 所 以 习 整 数 mm, 使 了. 
(a) =ma. 注意 整数 m 显然 与 日 ,(S") 的 生成 元 的 选取 无 关 , 称 该 
整数 m 为 映射 f 的 Brouwer 度 , 简 称 f 的 度 , 记 作 deg( />. 

由 前 面 的 结果 ,映射 度 deg(f) 有 如 下 明显 的 基本 性 质 .; 

(1) deg(D =1,deg(c) =0; 

(2) 若 f,g:S>S", 则 deg( fg) = deg( f) * deg(g); 

(3) # f—g : S'—S" , M] deg( f) = deg(g); 

(4) 若 了 是 一 同 伦 等 价 , 则 deg( f) = +1. 

另外 ,关于 球面 的 喘 射 度 ,我 们 还 有 如 下 重要 结果 
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6.5.5 命题 设 f:S->S"(n 之 1) 定 义 为 
f (za stts Ln) = (— ToT ssn)» 

则 deg f) = —1. 

证 明 对 nn 二 0, 设 o: A 一 S ,co(1D) 二 lya!: AMS ,a(1) 二 一 1， 
则 a= 一 ce; 对 瑟 ,(S') 的 生成 元 (0, 一 a)， 

f. (Co,—a)=(fo,—fo)=(a,—0o)=(—o0)=— (0,—a), 
所 以 deg( 门 王 一 1 

当 2221 时 ,参照 定理 6.5.1 的 证 明 过 程 ,我 们 发 现 

f: (S'r,Xi X.) >S", Xi, X:), 

所 以 由 同调 正 合 序列 的 自然 性 ,有 


~ ~ ~ d. ~ ~ ~ 
«eH, (X, )DH, (X.)—H, (S')—H,- (Sm? )—H, -1 (Xı )G@H, | (X, >e 
| | | |s 


~ ~ — 9, ~ ~ ~ 
eH, X DOR, XA, SOH, -1 (STH, XOH, Xan. 


而 H (Xi =Ñ, (X H, (X =F, . (X, =0, 
所 以 9 , 是 同 构 , 即 deg( f. ), = deg( f. ), I = —1, 其 中 deg(f.), 
表示 限制 SIS 的 映射 度 . E 


6.5.6 推论 a: SS 为 对 径 映 射 a (z) = — <x, B| 
deg(a)= (—1)"*!, 


6.5.7 命题 B / : S'— S" 为 R" 的 正 交 变换 在 S* 上 的 限 
制 , 则 deg( f) = det( f). 
证 明 由 4.1 节 习题 5, 若 det( 门 王 1, 则 >F, 


所 以 deg(f)=1=det( f). 
# det( 门 一 一 1, 取 命题 6.5.5 中 的 映射 为 g, 则 
det( fg) =1. 


所 以 deg( fg) = det ( fg) = 1, fH — deg ( f) = deg ( f) deg (g) = 
deg( fg)=1, B PA 
165 


deg( f) = —1=det( f). = 

平面 上 一 条 闭 曲线 , 必 把 平面 分 成 两 块 ,而 且 它 们 均 以 这 条 闭 

曲线 作为 公共 边界 ,这 就 是 著名 的 Jordan 曲线 定理 . 该 定理 直观 

上 很 显然 ,但 其 证 明 并 不 容易 ,至 于 其 在 高 维 情形 的 推广 更 是 抽象 
和 艰深 ,在 这 里 ,我 们 将 利用 同调 理论 研究 它 ， 为 此 ,我们 先 证 : 


6.5.8 53E i ACS, B A= ,0<k=<, l 
FH (SNA) = 0, Vq € Z. 
证 明 4 k—=0 时 ,因为 A= P = pt, Bir 1 
ASAA = A, Sg) = HR) = 0. 
假设 引 理 对 A 一 1 正确 ,但 对 & 不 对 , 令 


I = (Cott ,Te1) € I; zo => jo 


w|—= |= 


L; 一 《(zo, Tm) € I°; >o < ). 


AR 2: 一 A, 令 A =o), i=1,2, 1 
U =S'NA,,U =S"\A,, 
则 
U. U U-= S\(A, N A,) = S'Ne(It N I) = Sged) 
=S\A (A':= e(I1)). 
U, NU_=S"\(AiUAs)=S"\AzZO( 因 A 可 缩 ,但 S RTTA). 
所 以 由 简约 同调 的 Mayer-Vietoris 序列 
Ha (SAAD ~ 百 , (SAA) > ASAA) @ FH,(S"\A,) 
是 正 合 的 ,但 Ao (SAADAA). 
假若 3a€ 玉 ,(S"\A), 且 可 取 到 类 似 上 述 的 A, 或 A, , 记 其 为 
A ,使 得 在 
H (SA\A) 一 B SAA?) 
下 ,i. (a) 关 0, 依 此 作法 可 得 空间 序列 
ADA® DA? De, NA” = pt, 
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其 中 每 一 A” 实 A ,使 得 在 


H,(S"\A) = H CS'NA 2) 
Foi (a) 关 0, 其 中 i 是 S'rNA ESAP hi) @& A. 记 代 表 w 的 
闭 链 为 z. hF 

H,(S"\pt)=0, 

所 以 习 S"\pt 中 的 gq 十 1 维 链 est! ,使 得 

zq = gc 对 1 一 a( >) mot) 
由 于 o !CCS"\pt 紧 , 且 它们 是 有 限 个 ,而 开 集 SACSA C 
CS \ AT"C.…: 覆 盖 所 有 的 om ,所 以 必 jm, 使 cr!' 是 SAA 
中 的 奇异 链 , 即 x 在 S"\A” 中 已 是 边缘 , 即 i” (a= 0,35. W 


6.5.9 推论 Æ BCS" 是 同 胚 于 S*(0&&k<n) 的 子 集 , 则 
HS\B) = | qu "kl 
° l, 否则 . 
证 明 采用 归纳 法 去 证 . 
首先 , 当 &=0 时 ,S* 是 两 点 ,而 S'NB 与 S :有 相同 的 伦 型 ， 
所 以 HH,(S"\B) = H,(S™') = N Ma aa 
0， 否则 ， 
结论 成 立 ， 
假设 结论 对 & 一 1 正确 ,而 对 于 &, 记 
B=B'UB, 
其 中 B HOB 是 S* 中 的 闭 半球 , 且 BAB ARFS. 由 简约 
同调 的 Mayer-Vietoris 序列 ， 
FH (SAB @ BR. (SAB) 
— H a (S\N B )) 
— H, (S'NB) 
— FB,(S"\B') @ Ñ, (SAB) 
是 正 合 的 . 但 由 引 理 6.5.8, 上 式 两 端 均 为 0， 所 以 
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H,(S"\B) % Ha SNBA B >) 
~ BW. (S'NS#:) 
i Ë Z, = — kl, 
归纳 假设 q n = 
0 否则 . 
利用 上 述 推论 ,我 们 即 可 证 明 下 面 著 名 的 Jordan-Brouwer 分 
HEM. 


6.5.10 定理 HAT S 的 任 一 个 n 一 1 维 球面 S 分割 Sr 
成 两 部 分 ,这 两 部 分 以 S”! 为 公共 边界 . 

证 明 由 推论 6.5.9, 万 ,(S"\S"!) 二 Z, 所 以 S"\S"! 有 两 个 
道路 连通 分 支 ,但 因 S”!' 闭 ,所 以 S*\S"! 开 且 为 局 部 道路 连通 ， 
这 意味 着 道路 连通 分 支 即 是 连通 分 支 ， 

如 图 6.5.3, C, ,C, 是 SNS" 的 二 连通 分 支 , 因 C, ES 
中 开 且 C,US"! 闭 ,所 以 3C,CS"!' (注意 :9C, 一 C,\IntC,). 我 们 
下 面 只 需 证 S CIC. H LEST CS, p ES” 中 任 一 邻 域 
U, 今 证 UNNC. 关 O@. 为 此 ,将 S”! 分 成 二 闭 集 Ai A: 之 并 , 且 使 
EA CU, A&I, A NAS, 由 引 理 6. 5.8,S"\A, 道路 连 
通 , 所 以 , 任 取 pi EGE, M pi,p: 必 可 用 SA 中 的 一 道路 
7 连接 ,而 y 必 与 A 有 交点 . 所 以 UNC 关 0, 即 z€ 3C,,i=1,2. 

m 


图 6.5.3 


6.5.11 推论 ” 当 2 之 2 时 ,定理 6. 5. 10 中 的 S 用 R" 代替 ， 
结论 仍然 成 立 . 
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事实 上 ,R" 5 S'\0,0, DAR. 

iË 34 n=2 时 ,上 述 推论 正 是 Jordan 曲线 定理 ,试图 对 这 一 
“直观 明显 ”的 事实 所 给 出 精确 的 数学 证 明 , 恰 好 印证 了 数学 与 绘 
图 间 的 极 大 差异 . 

作为 同调 论 的 另 一 应 用 ,我 们 下 面 再 给 出 一 个 著名 结果 . 


6.5.12 定理 (Brouwer 区 域 不 变性 定理 ) 

W U E S" 中 的 开 集 ,h : U— S" 为 单 射 ,; 则 hC0) 仍 是 S 中 
的 开 集 . 

证 明 Vz=ACcz)EAnU), 取 xi 在 U 中 的 邻 域 V 兰 Dr" , 且 
2V=S" l, V, : =h(V), 3V, :一 hoV), 即 9V 是 S 的 同 胚 于 
S" :的 子 集 . 

由 推论 6.5.9,S'NV, 是 连通 的 ;而 由 定理 6. 5. 10,S"\9V; 有 
两 个 连通 分 支 , 但 SV, 是 S'NV, 与 Vi\3Vi 的 不 交 并 , 且 二 者 
均 连 通 , 因 而 它们 即 为 SIV 的 二 连通 分 支 所 以 Vi\9V 在 
S" 9 中 开 , 从 而 Vi\9Vi 在 S PR, M r: =h) EVV C 
VCAPCU) ,所 以 AUD 是 S 中 的 开 集 . m 


6.5.13 推论 ”在 上 述 定理 中 ,用 R RES 时 结论 仍 真 . 


作为 本 节 的 第 二 个 专题 ,我们 打算 通过 对 映射 锥 的 简约 同调 
长 正 合 列 的 研究 ,再 去 丰富 一 些 求 同 调 群 的 方法 . 


6. 5.14 定义 设 ACX 为 X 的 子 空间 ,f : A—Y 为 映射 ,在 
不 交 并 X |Y E#—4 38 R= (a,f(a))|a€ A), 由 它 产 
生 的 等 价 关系 记 为 一 , 称 商 空间 XUY: =X | Y/ 一 为 XDA 之 
投射 , 称 子 = r| X 为 特征 映射 . 
169 


ik 常用 的 粘贴 空间 有 : 

(1) 锥 形 : 即 映射 XX IT 一 XX1- 姑 的 粘贴 空间 , 记 作 CX; 

Q) 把 子 空间 ACX 捏 成 一 点 : 即 上 映射 X —Ə A— pt Ü 38 Wk == 
间 , 记 作 X/A; 从 而 CX= XX I/X>X1,; 


G) 贴 胞 腔 于 空间 X: 即 映射 D' Sr 1 X 的 粘贴 空间 , 亦 
即 D'UÚ X; 


(4) 映射 柱 : 设 有 映射 让: X_=Y, 则 映射 和 XIDXXO_Ly 
的 粘贴 空间 , 称 为 映射 柱 ; 


(5) 映射 锥 ; 设 f: XYI CXDX Xo — Y 的 粘贴 空 
间 , 记 作 Cf : =CXU,Y, 称 为 映射 锥 . 


6.5.15 定理 设 /:X->Y 为 映射 , 则 有 简约 同调 群 的 长 正 


合 列 : 


_ .. e 3 
FH, CX LH YH (COB OO... 


HH e: Y—Cf: =CXÚ,Y 为 含 人 映射 ,3, = p. 人 A, 而 
PpP :CAYNv( 顶 点 ) = X x (0,1) — X 
是 投射 ， 
A: ÑC) — R, I (C/NYNo) 
是 覆盖 (CCAY)U CCA\v) = 二 Cf 的 Mayer-Vietoris 序列 的 联结 同 
= 


证 明 和 覆盖 (CA\Y)U(CAv) 二 Cf 的 Mayer-Vietoris 序列 
为 

e A CAYA CANDA CAVA CS 

H. (C/AYNo)—=.-.. 
但 注意 投射 p 是 同 伦 等 价 ,CA\Y 可 缩 , 且 r : CfNu—Y 为 强 形变 
收缩 映射 ,所 以 有 可 换 图 ， 
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s Aa CAY >A (CAVOH CAN =A (Cp R, CAY > 
lI l 


H. (XX (0,13) F,- (XX(0,1)) 
r 
» | | | 
> (X) 一 一 H, (Y) A, CAPA- I (X)—=--. 


所 以 有 长 正 合 列 


. ~ en ~ 3. ~ 
H 5. R HCN H, OXD... E 


6.5.16 推论 ”对 于 4ACX, 有 长 正 合 列 


_ . 3。 — 
FH,(A)—>H,(X)—>H, (XUCA— R, I (A)... 


6.5.17 推论 ”对 空间 X 的 双 角 锥 2)X := Xx I/X x 0, 
XX1, 有 同 构 
o: H,(X) = Hl DX). 


事实 上 ,没有 常 值 映射 X 一 > pit, 则 易 见 Cr = YX, 
所 以 由 定理 6.5. 15, 有 正 合 列 
Ha GD -> Aa O —> H.(X) — FH,(p) 
而 FH, (p =o, 
所 以 H,, (YX) = H. 


6.5.18 推论 设 将 胞 腔 贴 于 空间 X: DDS X, M 
H (X) = H D" UX), q Z n,n—1, 
且 有 正 合 列 
o>, X-B, DURNA, SAA, 0 
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H,_ (D' U ,X)—0. 
事实 上 ,D" 父 CS 一 ,所 以 
D'U,X=Cf. 

由 定理 6. 5. 15 
A (Su, B (X) UH, D UA) Aa STD, 
当 g 关 n,n 一 1 if, A, (S7) = B, (CS 1 一 0, 所 以 

H. OX) = H, D" U X). 

而 当 q= n 时 ,有 


o>, X> Ñ, UXA, (Sr. H, CX) 
fı CD U ,X5>—0. 


6. 5. 19 推论 ”在 推论 6.5. 18 的 假设 下 ， 
H. (D: U X) = R, .(X)/Imf, ... » 
H. (D: U X) = H,(X) @ Kerfi» 
{B,CX), Kerfmi = 0, 
= Ro 四 Z， 否则 ， 
其 中 f,_1, 是 诱导 同 态 f. Aa (CS 一 ) 一 厅 ，:(X). 
事实 上 ,该 推论 的 第 一 结果 是 显然 的 . 对 第 二 结果 ,由 推论 
6.5.18, 可 知 有 正 合 列 
oH, (X)>H, (DU; X)—>Kerf. 0. 
由 于 Kerf, CH, (SDZ ,所 以 上 述 正 合 列 是 可 裂 的 . 从 而 
A.D" U X) =H,(X) © Ker fmi. 
{HCX), Kerf,1. = 0, 
=R oo Z, 否则 . 


R 上 述 推论 6. 5. 18 .6. 5. 19 告诉 我 们 , 当 贴 n 维 胞 腔 于 空 
lj X 时 ， 
(1) 不 影响 其 2 和 zz 一 1 维 以 外 的 同调 群 ; 
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(2) 对 于 ”一 1 维 同调 群 而 言 , 贴 一 nn 维 胞 腔 , 可 能 填 满 X 的 
一 个 “ 洞 ”; 
(3) 对 于 nn 维 同 调 群 而 言 , 贴 一 维 胞 腔 ,XX 可 能 新 增 一 个 
“JH”. 
利用 上 述 关于 粘贴 空间 的 同调 理论 ,我 们 可 以 完成 一 些 重要 
拓扑 空间 的 同调 群 的 计算 . 
例 1 求证 H (XV SDS H. (X),qZ0,1,3rh XVS 表示 
X 5 S' 的 单 点 并 . 
事实 上 , 取 c: 六 二 S > X AKERA, XVS SD U.X, 
所 以 由 推论 6. 5. 18 , 当 qZ0,1 时， 
H,(X v S$) = Ñ, D U.X) = H,(X). 
注 (1) 当 g=1 时 ,由 于 
0 一 到 (X), (XV SD H, (SSE, (X). 
mi c. = 二 0, 所 以 由 推论 6. 5. 19， 
H (x v S!) = H(X)@Z2; 
当然 ， FH, (XV S= H,(X). 
; 0, qZ1, 
(2) 不 难 证 明 nbsp |zə=ez. q=1. 


k+ 


例 2 求实 、 复 射影 空间 的 同调 群 . 
为 将 射影 空间 看 成 粘贴 空间 ,我 们 先 证 如 下 : 
命题 j X.Y,Z HZA Hausdorff 空间 ,ACX 闭 , 记 映 
J f: AY 的 粘贴 空间 为 XUyY. EDARI g: X | Y> Z 是 
满 的 , 且 g (4)= 二 gv) 售 ,x 与 v 在 粘贴 过 程 中 等 价 , 则 
X U,Y= Z. 
事实 上 , 设 由 上 述 的 g 确定 的 对 应 为 
k: XUY >Z, 
则 图 
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X |Y——XU/,Y 
z É 
Z 


可 换 , 目 上 为 一 一 对 应 . 又 对 YUCZ 开 , 因 g=kx, H g'U)= 
x k URAR (U) JF X k £. BEBE XU Y, Z 均 
为 紧 的 Hansdorff 空间 ,所 以 ,为 同 胚 . 

n 维 实 射影 空间 P*==S"/(zx~ 一 +,x€9"), 记 x : S"— P" 
为 投影 , 且 将 STRAH sS 的 赤道 { {(zoyziy0))， 从 而 有 自然 
RA i PT >P., 又 记 S 的 上 半球 面 为 E”, 则 


An—l 


Ej D S P`, 

今 定义 g: Es | PeP, 
g ES =r, |E, g| P= 
见 g 满足 上 述 命 题 ,所 以 
PSE; U, PSD U, P. 

X n 维 复 射 影 空间 CP”= SP /(z,, z.) —e' Cost Zn)» 
其 中 z, AM, H, 24 lz =l. ig x, : Smti CP" 为 投 
影 , 且 令 


ya 


D” = {zo Ze 1 XT) ;2 € C,z € R', 
<1, >; | = É+ x = 1) 
由 于 eol ,从 而 有 自然 含 人 
CP" !—>CP". 
xV D" D Sm i, CP™!, 
于 是 可 定义 映射 
g: D” || CP — CP" , 
使 g | D” = x, | D”, gl cP=-1 =i, 
易 见 g 满足 上 述 命题 ， 
所 以 CP" 守 D”*U., _ CP. 
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为 计算 简单 起 见 , 以 下 只 计算 B (P HB (P: ACP”). 
(1) `$qZ2,1 it, A, (P) =H, CP')=0; 


而 HA, (P?) = H, (PH) /Imam = Z/2 Z = Z,, 
HW, (P?) = H, (Pt) = 0, 
— Z . = l, 
即 Hep 一 (人 
0， 其 它 . 


(2) 当 g 关 3,2 N, H (P) =F (P), A, (Ps ) 一 0. 所 以 如 果 
dg 天 1,2,3， 而 
H (P’)=F,(P’)=2,. 
34 q=3,2 时 ， 
A (PO = Ñ, D Un PO = H,(P’) O Kerm), 
= Ker(m), = H (S) = Z; 
A (P) = ÑD U, PO = H (P/M). 


Zz» q=l, 
即 H (Pa) =4Z，q=3， 
Q, 其 它 
(3) 今 证 
—_ Z, q= 2,4," 2n, 
H,(CP") = 


0, 其 它 . 
事实 上 , 当 n 一 0 BF ,CP° = pt, AWO SE PR; 34 n=l 时 CP! — S° , 结 
论 亦 成 立 . 
设 对 m<n 结论 成 立 . 由 于 

CP" 兰 D" U, CP, 
所 以 当 g 关 2n,2n 一 1 时 

HCP") = 互 ,(CP 一 )， 
而 当 q=2n—1,2n 时 ， 

F, (CPOS Ho (CP/M Crm). 
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一 0 
H,, (CPO = H, (CP) @ Ker(x, ,), 
= Kerla). = Hi (S) = Z. 
一 Z, = 0,2, ,2( — 1),2 9 
所 以 AKP = 4 Í Í 
0, 其 它 . 


习 题 


1. 设 n>0,kE Z, REEE f: S*>S" ,使 deg( f) =k. 

2. 设 f,g : SS a: S" 一 S" 为 对 径 映 射 ,求证 若 对 VxE 
S, fD Agr), W 

g af. 

3. 证 明 S" 上 没有 处 处 非 0 的 切 向 量 场 . 

4. 设 A,BCS,n 宇 2, A,B 是 连通 子 集 ,AUUB= S, RE 
A 站 mB 连通 . 

5. 求证 任何 映射 f : S” 一 S”* 或 者 有 一 不 动 点 ,或 者 把 一 个 
点 映 成 它 的 对 径 点 . 

6. 若 二 映射 f,g : SSH El deg) | #4 | degg) |, RED 
3xE€ES", 使 f(x) ， g(x)=0. 

7. & X '#,Y Hausdorff,ACX,BCY 均 闭 , 设 f:(X,A) 一 
(Y,B) 映 A 一 一 地 成 B, 求 证 XUynaB=Y. 

8. 据 闭 曲面 的 拓扑 分 类 , 求 闭 曲面 的 同调 群 . 

9. 设 ACR" |BJIS F R" 1! ,求证 R"\A 恰 有 两 个 分 支 . 

10. 用 Brouwer 区 域 不 变性 定理 证 明 RSR S€ =n. 

11. 证 明 S 没有 真子 集 同 胚 于 S". 

12. 证 明 若 m>n M S" 没有 真子 集 同 胚 于 1”. 

13. 证 明 连 续 映射 f: S"->R" 不 可 能 是 一 一 的 . 
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6.6 任意 系数 的 同调 群 与 相对 同调 群 


到 目前 为 止 , 我 们 只 对 链 群 为 自由 Abel 群 的 链 复 形 定义 了 同 
调 群 ,更 具体 地 ,对 拓扑 空间 X, 链 群 S. (X) 的 每 一 元 素 是 形式 线 
性 组 合 > kot RPR € Z, 而 中 为 9 维 奇异 单 形 . 现在 试想 , 若 将 
上 述 整数 加 群 Z 换 成 一 般 的 Abel # G, 并 令 SCX,G) = 
(S.(X,G)), 其 中 S,(X,G) 的 元 素 是 形式 组 性 组 合 > golg, € 


G, 那 么 SCX,G) 是 否 也 可 成 为 一 链 复 形 , 从 而 有 相应 的 同调 群 
呢 ? 为 此 ,我 们 先 有 : 


6.6.1 定 义 设 A,B 为 二 Abel 群 , 则 A 与 B 的 张 量 积 是 由 
以 下 生成 元 组 和 关系 组 的 Abel 群 : 

生成 元 组 = (a@b;a€ A,.b€ B}, 

关系 组 二 {Cai 十 a2)60b1 a Gb —a; Gb, Ek a, @Q2 (b, +b,) — 
acop —a,QQ2b;;a, € A,b, E B). 

关于 二 Abel 群 的 张 量 积 运算 ,有 如 下 常用 性 质 和 运算 规律 : 


6.6.2 命题 (1) 对 VAbel 群 G， GZ 人 G; 

(2) 对 Yp,gEZ，ZD OZ 二 Zoo š 

(3) 设 Q 为 有 理 数 域 , 则 2Z,C690==0. 

证 明 由 张 量 积 的 定义 即 得 . = 


6.6.3 命题 HS: A—A',g : B 一 B', 导 出 一 同 态 
f@ ze: AQ B— A' QB; 
HE f ASA g : B'>B 为 男 一 对 同 态 , 则 有 
(f Og I fa) = Cf' f) @ (ge). 
事实 上 , Oe 的 定义 是 显然 的 , 且 易 验证 Og 在 A@B 关系 
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组 成 员 上 的 零 映 射 ,因此 Q 为 同 态 . 而 命题 的 第 二 结论 直接 验 
证 即 得 . 


6.6.4 命题 (1) A@B 宇 BOA; 
(2) 若 A=@A.,B=@B,, W 
AQB =A, @ B,. 
证 明 〈1) 是 显然 的 ,而 (2) 仅 是 普通 的 验证 工作 ,请 读者 自 
己 作为 练习 完成 . m 
下 面 我 们 将 应 用 张 量 积 运算 去 得 到 新 的 链 复 形 . 


6.6. 5 命题 设 有 链 复 形 C={C,,9,), 则 对 YAbel 群 C， 
CQG : =(CQG,a,Q@1) 也 是 链 复 形 ; 且 若 f : Co D 是 链 映 射 ， 
则 

f@1 : CHG—>DOG 
也 是 链 映射 . 
证 明 本 节 习 题 1. = 


6.6.6 定义 设 SCX)=(S,(X),av)} 为 空间 X 的 奇异 链 复 
JÉ , 则 
S(X;G) : =S(X)@G 
也 是 链 复 形 , 称 SCX;G) 的 同调 群 
H,(X;G) := H,(S(X;G)) 
为 拓扑 空间 X 的 以 G 为 系数 群 的 同调 群 ;同样 , 称 
H (X;G) : =A, EX) 
为 X 的 以 G 为 系数 群 的 简约 同调 群 . 
从 连续 映射 f: X 一 了, 我 们 可 得 到 链 映 射 
f# @1,S(X)@@G—S(Y)G@G, 
从 而 有 同 态 
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f. : H,(X;G) — H,(Y;G). 
同 前 面 有 关 命 题 的 证 明 类 似 , 我 们 仍 有 : 


若 g: Y—Z, 

则 (gf). =g. f. ;1, =I; 
若 fg: X>Y, 

则 f=g:, 


从 而 日 ,CX;G) 也 是 伦 型 不 变量 

关于 任意 系数 的 同调 群 与 整 系数 同调 群 间 的 关系 ,由 于 其 论 
证 比较 复杂 ,这 里 我 们 只 给 出 一 个 一 般 性 的 结论 ,和 欲 了 解 其 证 明 的 
读者 ,可 参阅 参考 文献 [1]. 

一 Abel # G 的 一 个 自由 分 解 是 指 一 短 正 合 列 : 

0—G, >G, >G—0, 

其 中 G 和 G, 均 为 自由 Abel 群 . 可 以 证 明 , 对 任 一 Abel 群 D , 
列 


G OD ÈG OD GOD>0 


依然 保持 正 合 性 ,规定 
Tor(G,D) := Ker(] @ 1)， 
可 以 证 明 ( 本 节 习 题 2),Tor(G,D) 与 G 的 自由 分 解 的 选取 无 关 . 


6. 6.7 定理 (同调 群 的 万 有 系数 定理 ) XV Abel # G, 
H,(X;G) = H,(X) Q G @ Tor(H, , (X) ,0). 


本 节 的 第 二 个 专题 ,我 们 想 简 述 一 下 有 关 相 对 同调 的 基本 结 
果 , 其 中 这 些 结果 的 证 明 ,可 仿照 前 面 同 调 论 的 相应 结果 的 证 明 去 
完成 ,我 们 把 它们 作为 练习 附 于 节 后 ,读者 可 尝试 作 一 下 . 


6. 6.8 定义 设 ACX 为 子 空间 , 则 相对 奇异 链 复 形 
SCX,A) 一 (S,(X,A) ,3,) 定 义 为 : 
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S,(X,A) : =S,(X)/S,(A), 
而 5。 是 由 3, 诱导 的 同 态 . 称 S(X,A) 的 同调 群 H, (SC(X,A)) 为 
X 相对 于 A 的 相对 奇异 同调 群 , 记 作 
H,(X,A) := H,(S(X,A)). 

关于 相对 同调 群 ,我 们 有 如 下 结论 : 

6.6.9 定理 设 ACX, 则 3 长 正 合 列 

>H, (AH, CX) HCX,A) H, (A)... 
事实 上 ,由 于 有 短 正 合 列 

0>S(A)>S(X)>S(X,A)—>0, 

再 利用 定理 6. 4. 2 即 得 要 证 结论 . 


6.7.10 定理 (相对 同调 序列 的 自然 性 ) 设 有 映射 f : (X, A) 
—(Y, B) , 则 有 相对 同调 群 的 长 正 合 列 及 可 换 图 : 


1. . dA. 
«>H, (AH, (XH, (X, A)—>H, (A)... 


|s- je [e | 


, 


Ú. “ 3 y 
.-—>H, (BH, (YH, (Y BDH, (B) >. 


证 明 由 定理 6.6.9 和 定理 6. 4.2 立即 可 得 . m 


设 fg: (X, AYB, EIER f,g 的 同 伦 
F: (XXI,AXD>(Y,B), 
则 称 了 与 g 是 同 伦 的 , 记 作 
f~g:(X,A)>(Y,B). 


6.6.11 定理 # 
f~g:(X,A)—>(Y,B), 
则 f.=g. : H,(X,A)>H,(Y,B); 
特别 地 , 若 (X,A)=(Y,B), 
180 


则 H,(X,A)=H,(Y,B). 
证 明 本 节 习 题 4. m 


6. 6. 12 定理 (切除 定理 ) Ü WCAC X, H WCIntA, NEA 
i: (XW, ,ANW)—= (X, A) 


诱导 了 相对 同调 群 间 的 同 构 : 
i, : H,(X\W,A\W) > H,(X,A). 
等 价 地 ,我 们 有 


6.6. 13 定理 设 X UX:=X,H IntXi UlntX, =X, 
则 i, © HX X NX)=H,(X. X2). 
证 明 本 节 习 题 8. m 


1. 证 明 命 题 6. 6, 5. 

2. 求证 

(a) Tor(A,B)= Tor(B,A); 

(b) 若 A 是 自由 Abel 的 , 则 Tor(A,B) 一 0; 

(c) Tor(A,B) 与 A 的 自由 分 解 的 选取 无 关 . 

3. xk 日 ,(P?,2Z;) 和 HH,(P’ ,Z,). 

4. 证 明定 理 6. 6. 11. 

5. 对 任意 空间 偶 (X,A) ,求证 

(a) i, : H,(A)H,(X), 对 YnEZSOH,(X,A)=0; 

(b) 当 g<n 时 ,H,(X,A)==0Gi, : H,(A)—>H,(X) 

当 q<n 时 是 同 构 ,而 当 q= >n 时 是 满 同 态 . 

6. 设 BCACX, 且 A 是 X 的 收缩 核 ,求证 对 YnE€ Z, 
H,(X,B)H,(X,ADH.,A,B). 

7. ki: A>X HEA, H XX 可 形变 到 A, 即 同 伦 F: X> I 
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一 外, 使 F(x,0) 一 x,F(x,1)EAC(YxEX), 则 有 可 裂 的 短 正 合 列 


0H, CX,A) >H, A >H, (X)>0, 
H H, (A>H, (X, A)®H, (X), YnEZ. 
8. 证 明定 理 6.6.12 和 定理 6. 6. 13. 
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第 7 章 上 同调 论 


前 面 我 们 已 对 每 一 拓扑 空间 X, 有 相应 的 Abel 群 列 ,这 些 
Abel 群 我 们 称 为 空间 X 的 同调 群 . 这 种 对 应 关系 的 建立 ,为 我 们 
研究 拓扑 空间 的 性 质 , 提供 了 很 好 的 工具 . 但 为 丰富 研究 拓扑 空间 
的 手段 和 方法 ,本 章 我 们 打算 对 每 一 拓扑 空间 X, 再 引入 一 种 新 的 
Abel 群 列 一 一 上 同调 群 列 . 这 种 群 列 最 初 仅 是 代数 学 的 对 象 , 且 
当时 它 不 像 同调 群 那样 ,有 更 直观 的 几何 背景 ,所 以 直到 20 世纪 
30 年 代 , 随 着 Lefschetz 给 流 形 对 偶 定 理 以 简明 的 公式 化 描述 , 拓 
扑 空间 的 上 同调 理论 , 才 被 拓扑 学 家 们 所 重视 . 经 过 深入 研究 后 人 
们 发 现 ,上 同调 理论 ,由 于 可 赋予 其 更 丰富 的 代数 结构 ,不 但 对 据 
扑 学 本 身 有 重要 意义 ,而 且 在 沟通 拓扑 学 与 微分 几何 及 分 析 的 联 
系 方面 ,发 挥 基础 性 作用 . 这 一 章 我 们 只 打算 对 上 周 调 的 基本 理 
论 , 作 一 概述 ,有 意 了 解 其 应 用 的 读者 ,可 参考 文献 [1 一 [3] 中 的 
有 关 章 节 . 


7.1 Hom Á F 


7.1.1 定义 设 A,G 是 二 Abel 群 , 则 A 到 G 的 所 有 同 态 
的 集合 
Hom(A,G) := {f € GA; f : A->G 为 同 态 } 
在 “加 法 ”(f 十 g)(a)= 二 f(a) 十 g(a) 下 ,构成 一 Abel 群 , 称 其 为 从 
A 到 G 的 同 态 群 . 


7.1.2 定义 设 9: A->B 是 Abel 群 同 态 , 则 9 的 对 偶 同 态 
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or : Hom(B,G) — Hom(A,G) 
H 0" (f) : = f0 # X. 
注 不 难 验证 ,对 固定 的 Abel 群 G, 对 应 
A — Hom(A,G),0— 0* 
定义 了 一 个 从 Abel 群 及 其 同 态 范畴 到 其 自身 的 一 个 反 变 函 
子 , 称 其 为 Hom AF. 另外 ,我 们 还 可 证 明 Hom 沙子 有 如 下 一 些 
基本 性 质 : 


7.1.3 命题 设 9: A 一 B 是 一 同 态 ,而 0* : Hom(B,G) 一 
Hom(A,G) 是 其 对 偶 同 态 , 则 

(1) 若 0 是 同 构 , 则 0* 亦 是 同 构 ; 

(2) 若 0 一 0, 则 0 一 0; 

(3) 3⁄2 0 W, M 0" 单 , 即 A —— B — 0 É IE £ F: 38 & 


Hom(A,G)<* Hom(B,G)<0 的 正 合 性 . 
证 明 直接 验证 即 可 . 
关于 对 偶 同 态 ,我们 还 有 下 面 更 一 般 的 结果 : 


7.1.4 命题 FN 
A— >B 一 >C->0 
正 合 , 则 对 偶 序 列 
Hom(A,O)* Hom(B,G)< -Hom(C,G)—0 
亦 正 合 . 更 进一步 地 ,车 9 单 且 前 一 序列 可 和 裂 , 则 9* 满 且 后 一 序列 
亦 可 裂 . 

证 明 由 命题 7.1.3,o# 是 单 的 . 其 次 我 们 验证 在 Hom(B,G) 
处 的 正 合 性 , 因 p= pg 是 零 同 态 ,所 以 h* = 0" gp* 也 是 零 同 态 . 男 
一 方面 , 若 ## (f) 二 0, 我 们 需 证 =g (g) ,对 某 g€ Hom(C,G). 因 
o A= f9=0,WJ f 在 9(A)CB 上 为 零 ,从 而 f 诱导 了 一 同 态 
f: B/0C'AD2—. G. 而 前 一 序列 的 正 合 性 意味 着 o 诱导 一 同 构 
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g : G/0(A) 一 C, 即 有 下 图 
了 9 


G *@<—— B *<——Ñ C 


B/0 (A) 


7.1.1 
注意 g: =f'e'"!€ Hom(C,G), H 
g" (g) = ge = f 9 g = f. 
现 假 设 9 单 地 映 A 到 B 的 一 直 加 项 上 ,和 且 设 x: B> A 是 满 
E z0= A 的 同 态 , 则 做 x# = amao Ai 0° 98, H zt : Hom(A,G) 
一 Hom(B,G) 满 足 0* z = Inma. 使 得 第 一 序列 可 裂 . = 


7.1.5 命题 (1) Hom(Q@A, =] Hom(A,,G), 

Hom(A, IG) =T] Hom(A,G,); 

(2) Hom (Z, G) < G, HÆ 0: Z— Z Æ m fË Bh H, W 
b# : Hom(Z,G)—Hom(Z,G)JFE: m 倍 映射 ; 

(3) Hom(Z, ,G)==Ker(G 一 >G )， 

证 明 (1) 对 任意 FE Hom( 申 4.G), 记 大 二 了 14。, 且 令 
2pCP :一 再 记 , 则 可 以 证 明 o: Hom(@A,.,G)->][ Hom(A,,G) 
为 同 构 ;另外 对 任意 f€ Hom(A,1G.), 令 f, : =x,f € Hom(A. 
G,), 且 令 g= H fa ME AUER p: Hom(A, IIG.)— I Hom 
(4A,G。) 为 同 构 . 

(2) 对 任意 AE Hom(Z,G), eQ) : 二 A4(1)EG, 则 可 以 证 
H p: Hom(Z,G)—G 为 同 构 ;另外 ,车 0: Z— Z 是 m fB , WI 

OCPD) = fola) = fime) = mf (z), 
即 6* (f)= mf. 同时 ,在 同 构 yg 之 下 ,0* 对 应 于 G 到 自身 的 一 m 
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倍 同 态 . 
(3) 由 于 序列 
0>Z—>Z—>Z,—0 
的 正 合 性 ,所 以 由 命题 7. 1. 4, 序 列 
Hom(Z,G) ——Hom(Z,G) — Hom(Z, ,G) — 0 
是 正 合 的 , 且 
Hom(Z,,G) Ker(Hom(Z,G) —*Hom(Z,G)) 
= Ker(G =G). m 
注 由 于 任意 有 限 生成 的 Abel 群 A, 均 可 作 如 下 直 和 分 解 ， 
A = =Z @ Z,, @ Z,, O @ Z, , 
所 以 ,由 上 述 定 理 . 
Hom(A,G)— Hom (Z,G) X =. X Hom(Z,G) 
p 
x Hom( Z, +G) X *** X Hom(Z,, ,0) 


TGXGX. x G x Ker(G — G) XxX. 
GXGX XG 
mm 个 


x Ker(G —>G). 
习 B 


1. EHE TEG 的 挠 子 群 , 则 Hom(G,Z)<<-Hom(G/ T,Z). 
2. 证 明 若 A 是 秩 等 于 n 的 自由 Abel 群 , 则 
Hom(A,G) = G @ G @ --: OG. 
3. 对 指定 的 二 Abel 群 同 态 f : A 一 A',g G'G, EX 
Hom(f,g) : Hom(A’,G’) — Hom(A,G) 


Hom(f,g)(0) = go'f. 


(A,G) — Hom(A,G) 

和 
(fa : (A,G) — (A',G) — Hom(f,g) : Hom(A’,G) — Hom(A,G) 
R — T Es +-. 

4. 设 A 固定 , 则 对 下 述 从 Abel 群 及 其 同 态 范 畴 到 其 自身 的 
KTF 

G — Hom(A,G) M f > Hom(I,  f>. 
(1) 证 明 这 孙子 保持 短 序列 
0 — G, — G; — Gs 

的 正 合 性 ; 

(2) 证 明 这 函 子 保持 短 正 合 列 的 可 裂 性 . 


7.2 单纯 上 同调 


这 一 节 我 们 打算 给 出 单纯 复 形 的 上 同调 群 的 定义 ,然后 具体 
计算 一 些 简 单 可 放空 间 的 上 同调 群 . 


7.2.1 定义 设 K 是 单纯 复 形 ,G 是 Abel 群 , 则 天 的 以 C 

为 系数 群 的 g 维 上 链 群 规定 为 
CK;G) := Hom(C,(K),G), 
ETERRA K 的 g 维 上 链 , 而 上 边缘 算 子 (或 上 边缘 同 态 )8 定义 
为 边缘 算 子 
8 : Cm (K) > C,(K) 
的 对 偶 , 即 
6: CCK;G) > CCK ;GO). 

我 们 还 定义 Z'(K;G) 是 上 述 映 射 的 核 ,而 BUCK: G) ERR 

集 , 商 群 
H! (K;G) := Z(K;G)/B'(K;G) 
(注意 :9 二 0 意味 着 昱 一 0) 分 别称 为 复 形 K 的 以 G 为 系数 群 的 gq 
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维 闭 上 链 群 ,9 十 1 维 上 边缘 链 群 和 gq 维 上 同调 群 , 它 们 的 元 素 分 
别称 为 K 的 g 维 上 闭 链 ,g 十 1 维 上 边缘 链 和 q 维 上 同调 类 . 

Æ (1) 当 Abel 群 G 是 整数 加 群 时 ,我 们 常 将 上 述 记 号 中 的 
G 省 去 . 

(2) 若是 一 9 维 上 链 , 而 c, 是 一 g 维 链 ,我 们 常常 用 记号 
《c? ,co) 表 示 c° 在 cy 处 的 值 . 由 于 

(XT sca) = (ct,Əcai) 
所 以 上 述 记号 在 作 上 边缘 运算 时 , 比 用 普通 的 函数 记号 c" (c, ) 要 
方便 得 多 . 

为 方便 地 进行 上 边缘 运算 ,我 们 现 给 出 上 链 元 素 c € 
Hom(C,(K),G) 的 一 种 直 和 表示 形式 . 

由 于 C,(K) 是 以 K B) q 维 有 向 单 形 所 对 应 的 g 维 链 作为 基 
的 自由 Abel 群 ,所 以 若 令 {of) 是 基本 组 中 gq 维 有 向 单 形 集 , 则 
C,(K) 的 任 一 元 素 应 是 q 维 链 of 的 线性 组 合 Dnot 现在 
Hom(C,(K),G) 的 每 一 元 素 c° 被 它 在 每 一 基 元 素 c: 上 的 值 g8。 所 
决定 . 

若 设 a € Hom(C, CE),2Z) 是 在 基 元 素 o EB 1, 而 在 其 余 基 
元 素 上 取 0 的 上 链 , 则 当 gEG 时 ,我 们 则 用 go € Hom(C K), G) 
表示 在 基 元 素 of 上 取 g ,而 在 其 余 基 元 素 上 取 0 的 上 链 . 应 用 这 种 
记号 ,我 们 常 将 上 链 a 表示 为 一 个 (有 限 ) 形 式 和 


c 一 go (*) 
由 于 co(K) 二 @C, REP C, 是 由 ot 生成 的 无 限 循环 群 , 所 以 
CK;G)= Hom(C,(K),G) = Hom(CGC。C) 


= [[Homcec,,G)(= To). 
在 上 述 同 构 下 ,上 链 € CCK;G) 对 应 于 直 积 元 素 (goos* ) ,这 种 
直 积 元 素 我 们 改 用 形式 和 》) gos” 表 示 , 所 以 表示 式 (* ) 是 合理 


的 . 
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〈* ) 表 示 式 对 计算 上 边缘 算 子 是 极其 方便 的 . 因为 我 们 可 以 
证 明 : 


7.2.2 命题 c= 》) gas , 则 


æt = Jg, (6 ). (Cx x) 
事实 上 ,对 K 的 任 一 g 十 1 维 有 向 单 形 r, 令 


gtl 
ðr = Deol 9 
1=0 
其 中 e: 一 土 1, 所 以 


q+1 
(6c ,r= (0,97) = Delet ,or) 
1=0 


qt1 
= Dega. 
另 一 方面 
(gl sT) = BaCO? r) = g,( 61" ,97) 
Eg, a= asi 一 0, 1 9 十 1 时 ， 
ñ 否则 . 
因此 6c 与 > ga《6o2" ) 在 rc 上 有 相同 的 值 , 即 命题 成 立 . 
由 上 述 命题 ,我们 要 计算 Sc? ,只 需 对 每 一 定向 q 维 单 形 o?, 计 
算 so 即 可 ,而 又 不 难 验证 
2 = Dert (x * *) 
其 中 和 式 取 遍 所 有 以 o 作为 其 一 个 面 的 g 十 1 维 单 形 rt, T e, 
正 是 关联 系数 [rc : o° ]. 
下 面 我 们 仅 给 出 应 用 上 述 公 式 的 简单 例子 ,而 一 般 上 同调 群 
的 计算 问题 ,留待 以 后 展开 讨论 . 
例 1 考虑 如 图 7.2.1 所 示 的 复 形 天 ,其 中 0 维 单 形 集 {v,},1 
维 单 形 集 {e } 和 2 维 单 形 集 {o } 及 其 定向 ,如 图 中 所 示 , 则 由 公式 
(x * x) 
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vo e, v 


e, e 


类 似 地 
Ou? =ef Hei — er. 
另外 ,由 于 没有 3 维 单 形 , 所 以 of 和 o2 均 为 上 闭 链 , 且 其 实 
of =— er oz =— s =— bez. 
最 后 ,我们 还 可 验证 1 维 上 链 
cl = e +e — ez 
也 是 闭 的 , 且 其 实 它 等 于 Cu 十 ww ); 而 0 维 上 链 
c = vuv + Ó+ u + o; 

同样 是 闭 的 ,但 其 不 是 上 边缘 链 , 因 K 没有 一 1 维 上 链 . 

例 2 考虑 如 图 7.2.2 所 示 的 环 面 T° 的 单纯 剖 分 天 (注意 : 
这 里 给 出 的 T 的 单纯 痢 分 与 1. 3 节 图 1. 3. 3 略 有 不 同 ). 

不 难 验 证 天 的 1 维 上 链 

À = ei Tez te +e Te +e, 

d! = e; + eg + ez + en + en + er; 
HEAK, BIN aC et + f' tg Sd d. 所 以 它们 还 是 上 同调 
的 . 后 面 我 们 将 会 看 到 ,c: 所 代表 的 上 同调 类 正 是 H'CT?*) 的 一 个 
生成 元 . 

例 3 考虑 如 图 7.2.3 所 示 的 复 形 天 ,我 们 今 来 计算 它 的 上 
同调 群 . ' 
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e, e 


图 7.2.3 
由 (x ),K 的 任 一 0 维 上 链 可 表 为 c = > nur ,而 
(c e, ) = <c ,9e,) 
= (C Ua — U) = T, — n, 
(i = 1,2,3,4,u; = v ns = ni) > 
所 以 | 
&l = 0@n, = m = n; = nee = nD yw ， 
从 而 HKO, HA > u: 为 其 一 生成 元 . 
又 对 K 的 任 一 1 维 上 链 c, 则 其 显然 为 上 闭 链 ,我 们 今 证 c 
上 同调 于 e 的 倍数 . 事实 上 ， 
Sui Tu) 5er — e, 
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Slo Hu) = e —e@e 
Ou +u +u )= e —ez. 
再 注意 到 ,对 1 维 闭 链 z= e, He e, +e, 《nef ,z) 一 2 ,所 以 
当 n 关 0 时 ,ne? 不 是 上 边缘 链 ,从 而 HKSZ, A e 所 代表 的 
上 同调 类 是 其 一 生成 元 . 
i 若 复 形 K 是 任意 n 边 形 , 则 可 得 同样 的 结论 . 
例 3 中 复 形 K 的 同调 群 与 上 同调 群 是 一 致 的 ,但 这 种 情形 不 
例 4 考虑 如 图 7.2.4 所 示 的 Klein 瓶 的 一 单纯 齐 分 K. 由 
2.4 节 的 例 6, 已 知 瓦 ( 开 ) 一 0, 但 我 们 可 以 证 明 下 (多 ) 并 非 平凡 
群 . 


图 7. 2.4 
首先 ,对 K 的 所 有 2 维 单 形 , 给 以 道 时 针 定 向 ,并 令 所 有 这 些 
有 向 单 形 的 和 为 7, 则 因 97y 二 2zi ,其 中 zi 二 ad 十 de 十 ea, 所 以 Y 不 
是 闭 链 . 
其 次 , 若 设 c 是 KK 中 的 如 图 7.2.4 所 示 的 一 有 向 2 维 单 形 ， 
则 显然 o* 是 上 闭 链 , 但 o' 不 是 上 边缘 链 , 因 为 对 任 一 上 边缘 链 


Sc ,Oc ,y= ,97) =2(c ,zi) 偶数 ,而 人 co ,7Y) = 二 1. 因此 0” 
所 代表 的 上 同调 类 是 H (CK) 的 非 平凡 元 素 ( 事 实 上 ,o* 代表 
H?(K) 的 一 个 2 阶 元 素 , 因 为 我 们 容易 验证 :8(er teete ) = 
2c”)， 
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在 这 一 节 的 最 后 ,我们 打算 考虑 复 形 的 0 维 上 同调 群 , 对 此 ， 
我 们 有 


7.2.3 定理 复 形 开 以 G 为 系数 群 的 0 维 上 同调 群 H° (K ,G) 
等 于 K 的 所 有 满足 (c ,oo) (c ,w) (其 中 v,w 属于 |K| 的 同一 分 
支 ) 的 0 维 上 链 o 构成 的 群 ;特别 地 ,车 |K| 连 通 , 则 HKSZ, 
EHRE K 的 每 一 顶点 处 取 值 为 1 的 上 链 生 成 . 

证 明 显然 H '(K;G)=Z (K;G). # vw 8 T | K | ñj || — yr 
支 , 则 3 K 的 1 维 链 c ,使 得 ac 一 v 一 w, 从 而 对 任 一 上 闭 链 c ,有 
0= (b,c0) = (0 ,90) 一 《co) 一 (co). 
另外 ,车 co 是 满足 (co ,v) 二 (ce,w) 的 上 链 ( 其 中 wv,w 属于 | 天 | 的 同 

一 分 支 ), 则 对 K 的 任 一 有 向 1 维 单 形 o, 
E ,0o)=(c ,90)=0, 
所 以 $c =0. m 

注 “ 上述 定理 表明 ,一 般 地 H° (K; G) B| 4 T# T A+ G 的 拷 
贝 群 的 直 积 ,这 些 拷贝 群 由 | 天 | 的 每 一 分 支 各 提供 一 个 而 得 到 . 


习 题 


1. 求 单 点 空间 的 上 同调 群 H (pi G)=? 
2. 对 例 1 中 的 复 形 K, 求 各 维 上 闭 链 群 的 基 , 并 证 明 
H*(K;G)=0 (q>0). 
3. 对 例 2 中 的 复 形 K ,验证 如 下 等 式 
&' = ód! = 0, 


Set Hf Hg = 1 —a. 
4. KKEL n ARERR AA | y , 3 ip 48209 EJE 8 K , sk 
其 上 同调 群 . 
5. 设 K,C K E K 的 子 复 形 ,G 为 Abel 群 , 称 
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CK, Ko;G) := Hom(C,(K,K,),G) 
KAÉ KÈK, 的 g 维 相对 上 和 链 群 (参考 2. 2 节 习 题 7). 

(1) 若 记 相对 边缘 3a:;C (K, Ko) 一 C,(K,Ko) 的 对 偶 为 
6:C(K,Ko;G)>Cm1(K ,Ko;G) ,求证 二 0, 从 而 
ZK,Ko;G) := Ker(6: CK,Ko;G) >ü Ce (K ,K,;G2) 

D BK,Ko;G) := Im(6: CHK, Ko;G) — CK, Ko;G)). 
称 H'(K,Ko;G) : 二 Zi(K,Ko;G)/B'(K,K。;G) 为 复 形 K 模 KK。 
的 以 G 为 系数 群 的 g 维 相 对 上 同调 群 . 


Vo el V, 
e4 e 
v. 
V3 3 2 
图 7.2.5 


(2) 设 开 是 正方 形 的 单纯 前 分 ,K。 是 其 边界 ,如 图 7.2.5 所 
示 , 求 HO0(K,K,)=? 

(3) 设 M 是 Mabius 带 的 单纯 前 分 ,而 五 是 对 应 于 其 边界 的 
M 的 子 复 形 ,如 图 7. 2.6 所 未, 求 HM, E) =? 


Vo €7 vI v Dy 
ee € 
— 
D3 Va Us Vo 


图 7. 2.6 


194 


7.3 链 复 形 的 上 同调 


设 C={C,,9o} 是 一 链 复 形 ,而 G 是 一 Abel 群 ,我 们 定义 C 的 

以 G 为 系数 群 的 g 维 上 链 群 为 
CC;G) := Hom(C,,G), 
而 把 边缘 算 子 3 的 对 偶 $9 称 为 上 边缘 算 子 . 由 命题 7. 1. 3(2),5 = 
0, 由 此 ,我 们 称 分 次 Abel 群 {C*(C;G)}) 及 其 1 阶 上 边缘 算 子 
(8 : Ca(C;G)—-C*t1 (C;G))8 2 BJ 55 38 JÉ 
e — CH (CG) < 一 CCCiG) CT (CO) — =-= 

为 C 的 以 G 为 系数 群 的 上 链 复 形 . 

记 

Zr(C;G) := Ker(8 : Ca(C;G) > C” (C;G)), 
B: (C;G) := Im(8 : C=1(C;G) — CŒ (C;G)). 
则 BrCC;G)CZ (C;G) , 称 商 群 
He(CC;G) := Zz(C;G)/B*(C;G) 

为 C 的 以 G 为 系数 群 的 g 维 上 同调 群 . 

不 难看 出 ,上 节 给 出 的 复 形 K 的 以 G 为 系数 群 的 上 同调 群 正 
是 链 复 形 {C,(K),3} 的 以 G 为 系数 群 的 上 同调 群 , 即 

H'(K;G) = 于 (CC3G)， 
其 中 
C = {C,(K),3). 
而 上 节 习 题 5 给 出 的 复 形 KK 模 K。 KAG 为 系数 群 的 相对 上 同调 
群 , 正 是 链 复 形 (C,(K,K。),9) 的 上 同调 群 , 即 
Ha (K ,K;;G) = H! (C;G), 
其 中 
C= IC,(K,K,),9). 


7.3.1 定义 É C 一 (Ca,),C' 一 (1C 3) 为 二 链 复 形 , 且 假 
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设 
f: C— C' 
为 链 映 射 , 则 对 偶 同 态 
CC3G) CCG) 
与 上 边缘 算 子 可 换 , 称 f* 为 上 链 上 映射. 
不 难 证 明 f* (ZC(C;G))CZ(C;G), fË (Ba (C', G>) C 
Br"(C;G) ,从 而 f 诱导 一 同 态 
f" H(G) — H’(C;G). 
另外 ,对 应 
C— Hz<x(C;G), f — f° 
是 链 复 形 及 其 链 映 射 范畴 到 Abel 群 及 其 同 态 范畴 的 一 个 反 变 函 
f. 


7.3.2 定 义 设 C=({C,,9,},C 二 {1C',,9',) 为 二 链 复 形 ， 
feg: C=>C 是 二 链 映 射 , 若 设 D : OGC m EER f 与 g 的 链 
同 伦 , 则 称 其 对 偶 

D* : C™ (C ;G) > CŒ (C;G) 
为 连接 f* 与 g* 的 上 链 同 伦 . 

不 难 证 明 , 若 f 5 g 是 链 同 伦 的 , 则 其 上 同调 诱导 同 态 f° 与 

g" 是 相等 的 ,另外 ,我 们 还 可 证 明 ， 


7.3.3 EE RORE C= 二 {C,,9,),C 一 (1C 3，} 是 链 等 
价 的 , 其 间 的 链 等 价 设 为 p: C— C', W) g" : H: (C; G) — 
H'(C;G) 是 一 同 构 . 

事实 上 Ap: CC 是 链 等 价 , 所 以 有 在 链 上 映射 p: C 一 C 使 
得 py 与 yq 均 链 同 伦 于 恒 等 映射 ,从 而 g" e" 与 pg*y* 均 上 链 同 伦 
于 恒 等 映 射 , 亦 即 y gp 和 g" p" 分 别 等 于 HCM HCG) 
上 的 恒 等 同 态 . 
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最 后 , 仿 定理 6. 4. 2 的 证 明 ,我 们 还 可 得 到 如 下 上 同调 正 合 序 
列 的 自然 性 : 


7.3.4 定 理 设 有 二 链 复 形 得 正 合 列 的 可 换 图 ， 


0 > Da e A 


a| — m 


0 — . c —— p p: 0 ， 


且 两 短 正 合 列 在 每 一 维 数 都 是 可 和 裂 的 , 则 3 上 同调 长 正 合 列 的 可 
换 图 : 
< (C; G< HAOD; G) <Ë HAE; 4H C; Ge --: 

a* fe 1” fat 


e «— H(G D G) EAE OA NC G e, 


3J 题 


1. 设 C 为 链 复 形 ,/ 为 链 复 形 间 的 链 映 射 , 试 给 出 对 应 
C— HC;O), f — f `° 
是 链 复 形 及 其 链 映 射 范 畴 到 Abel 群 及 其 同 态 范畴 的 一 个 反 变 函 
子 的 详细 证 明 . 
2. EB] 若 二 链 映 射 f,g : C->C 是 链 同 伦 的 , 则 其 上 同调 
诱导 同 态 f° 与 g“ 是 相等 的 . 
3. 证 明 本 节 定 理 7. 3. 4. 


7.4 奇异 上 同调 


像 同 调理 论 一 样 , 关 于 上 同调 论 ,我 们 除 有 单纯 上 同调 外 ,也 
有 奇异 上 同调 ,其 根本 目的 都 是 一 致 的 ,即使 我 们 的 (上 ) 回 调理 论 
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能 应 用 于 更 广泛 的 拓扑 空间 . 


7.4.1 定 义 设 ACX 为 和 的 子 空间 ,SCX,A) 为 相对 奇异 

链 复 形 , 称 
H" (X,A;G) := H’(S(X,A);G) 

为 拓扑 空间 X 相对 于 4 BJ q 维 相 对 奇异 上 同调 群 或 (X,A) 的 g 
维 育 异 上 同调 群 . 

注 

(1) 当 A=0 时 , 称 H'(X;G) : 二 H'(X,0;G) 为 拓扑 空间 X 
的 系数 取 自 G 的 g 维 上 同调 群 ; 

(2) 像 单纯 上 同调 一 样 , 当 系 数 群 G — Z 时 ,我 们 常 将 奇异 上 
同调 群 记号 H'(X,A;G) 中 的 G 省 去 ， 


7.4.2 定 义 设 SCX) 是 拓扑 空间 X 的 增 广 奇异 链 复 形 , 称 
百 "(CX;iG) := H*(S(X);G) 
为 X 的 系数 取 自 G WJ q 维 简约 奇异 上 同调 群 . 
关于 简约 奇异 上 同调 群 ,有 如 下 结论 : 


7.4.3 命题 对 拓扑 空间 X: 

(1) # AX =0, 0 A(X; =0; 

(2) H'(X;G) = Ti XOD. 

证 明 ”本 节 习 题 1. m 

关于 上 同调 群 , 它 有 很 多 与 同调 群 类 似 的 性 质 ,以 下 我 们 将 给 
出 这 些 结论 ,但 它们 的 证 明 多 数 与 同调 群 类 似 性 质 的 证 明 相 仿 ,我 
们 将 把 这 些 证 明 放 在 练习 里 ,由 读者 自己 完成 . 


7.4.4 定理 设 fg : (X,A) 一 (Y,B), 则 
f° 一 - g' : Ha (Y ,B;G) —> Ha (X.A;G), 
从 而 若 (X,4) 全 (7,B), 则 
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H’'(X,A;G) = HGY,BiG). 
证 明 本 节 习 题 2. |] 
设 ACX 为 子 空间 ,由 于 短 正 合 列 
0 —> SCA) > S(X) > S(X,A) > 0 
在 每 一 维 数 都 是 可 裂 的 ( 因 S,(X,A) 自 由 ), 所 以 由 命题 7.1.4 及 
定理 6. 4.2, 有 : 


7.4.5 定理 ”对 空间 对 (X,A) 及 Abel 群 G, 有 长 正 合 列 
HCASO) — HICX;O) — H(X, A; Hr (A;0) ~. 


7.4.6 定理 ”对 于 上 述 三 元 组 及 Abel # G, 有 长 正 合 列 
e HI(X’,A;G) — H'(X,A;G) — H'(X,X’;G) 
< H(X’ ,A;G) < …. 


另外 ,再 由 定理 7. 3. 4, 我 们 还 可 得 到 相对 上 同调 序列 的 自然 
性 如 下 ; 


7.4.7 定理 ” 设 有 空间 对 映射 f:(X,A) 一 (Y,B), 则 有 相对 
上 同调 群 长 正 合 列 及 可 换 图 
ee H(A; O) 4— PE; G) — PAG) <Š" HA ; Ge 
tr fr mo P 


-- «— (B; G) — F(Y, G) 4— HAYBO 4H (B 0 --:, 


类 似 于 定理 6.4.5, 我 们 还 可 得 到 关于 上 同调 群 的 Mayer- 
vietoris 序列 ， 


7.4.8 定理 设 U,VCX, 使 得 IntUUIntV=X, 则 了 长 正 合 
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列 
~ < HU N V;G) — H*(U;G) O HOV;G) — Ha (X;G) 
< HU N V;G) — …. 


关于 上 同调 群 的 类 似 于 推论 6. 4. 6.6. 4. 7 的 结论 及 相对 上 调 
群 的 Mayer-vietoris 序列 , 见 本 节 习 题 3,4,5. 

为 方便 计算 上 同调 群 ,本 节 的 最 后 我 们 打算 给 出 上 同调 论 的 
切除 定理 ,并 表明 上 同调 与 同调 的 关系 . 


7.4.9 定理 设 WCACX, 且 WCintA, WE AAt 
i: (X\W,A\W) 一 (X,A) 
诱导 一 同 构 
i* : H'(X,A;G) —> H'(X\W,A\W). 
证 明 由 本 节 习 题 6 及 关于 同调 群 的 切除 定理 6. 6. 12， 
i# : SAX\W,A\W) — S,(X,A) 
是 一 链 同 伦 等 价 , 从 而 
i : S'(X,A;G) — S'(X\W,A\W;G) 
是 一 上 链 同 伦 等 价 . 因此 
i* H'(X,A;G) > H'(XNW ,ANW) 
是 一 同 构 ， E 


为 讲 清 上 同调 与 同调 的 关系 RE EAR Hi RT Ext. 
对 Abel 群 瑟 的 一 自由 分 解 
0 —> R——F —E — 0, 
则 由 命题 7. 1.4, 对 任 Abel 群 G, 对 偶 序 列 
Hom(R,G) -” Hom(F,G) < Hom(E,G) <— 0 
依然 正 合 . 定义 
Ext(E,G) := Coker; = Hom(R,G)/Imi*. 
可 以 证 明 , 导 出 函 子 Ext 有 如 下 基本 性 质 : 
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7.4.10 命题 (1) 车 玉 是 自由 Abel 的 , 则 Ext(E,G) 平 几 ; 
(2) Ext(,C) 与 五 的 自由 分 解 的 选取 无 关 ; 
(3) Ext( E,G) X F E ERAH, MAT G 是 协 变 的 , 即 若 
f: E>E' ,h: G—G':8 Abel HAA , WJ 3 AFRA 
f° : Ext(E',G) — Ext(E,G), 
h, : Ext(E,G) > Ext(E,G’); 
(4) 车 0—AÀ 一 >B 一 >C->0 为 短 正 合 列 , 则 了 正 合 列 
0 < Ext(A,G) ——Ext(B,G) <——Ext(C,G) — Hom(A,G) 


<- 一 Hom(B,G) *—Hom(G,G) < 0. 
证 明 本 节 习 题 7. 国 
下 面 的 定理 给 出 了 同调 与 上 同调 间 的 基本 关系 , 它 可 看 成 定 
H 6.6.7 在 相对 情形 的 对 偶 . 


7.4.11 定理 (上 同调 群 的 万 有 系数 定理 ) 对 空间 对 (X,A4) 
及 Abel 群 G, 有 可 裂 的 短 正 合 列 
0 —> Ext(H, (X,A),G) — H'(X,A;G) — Hom(H,(X,A),G) > 0. 
证 明 本 节 习 题 8. m 


1. 证 明 本 节 命 题 7. 4.3. 

2. 证 明 本 节 定 理 7. 4. 4. 

3. 设 IntUUIntV 一 站 ,IntU UIntV =X, HERH f: X, 
U,V->X’ ,U,V ,求证 有 下 列 长 正 合 列 的 可 换 图 : 
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-—<—H(Un V; G€ HU; G eH; OLČA; G) £" goun, e 
1 z” f+ 人 人 > tr 
UNV; OUO HV OA KG EH (UV G... 


4. 设 Xi1 ,XsCX 闭 ,上 且 Xđ UX, =X,5 F ASX NX: 是 其 

某 邻 域 的 强 形变 收缩 核 , 则 有 下 列 长 正 合 列 
< He(A;G) <H! (X, ;G) 四 本 (XiG) 
HX;G) HT (A; — +=, 

5. 给 出 相对 上 同调 群 的 Mayer-Vietoris 序列 ,并 作证 明 . 

6". i& f: C->D 是 自由 链 复 形 间 的 一 链 映射 , 若 f 诱导 同调 
群 间 的 同 构 , 求 证 f 是 一 链 同 伦 等 价 . 

7. 证 明 本 节 命 题 7. 4. 10， 

8. 证明 本 节 定 理 7. 4. 11， 

9* . 试 利用 定理 7. 4. 11 求 闭 曲 面 的 上 同调 群 (参考 第 6 章 第 
5 节 习 题 8). 
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常用 符号 及 其 意义 


d 拓扑 

0 = 

(X, W 拓扑 空间 

€ 属于 

C 含 于 

U 并 

n 交 

Y Y 的 闭 包 

f: X>Y 连续 映射 

= JF]: , FJ 

U, 诱导 拓扑 

S" n 维 单位 球面 

R n 维 欧 氏 空间 

Uy 商 拓扑 

X/~ 集 X 上 的 等 价 类 之 集 

XxY # X 与 了 的 笛 卡 儿 积 或 拓扑 空间 X 与 Y 的 乘 
积 空间 

Qixxy 积 拓扑 

四 q 维 单 形 

Caosdi s**a) Plaj sas a, 为 顶点 的 g ARE 

A 标准 q 维 单 形 

fl x 映射 上 在 X 上 的 限制 

dimK 复 形 K 的 维 数 

K: KJE K 的 g 维 骨 架 
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3X 

Z, (K) 
B,(K) 
H,(K) 
H,(K,K.) 
Lz.] 

yK) 

R 
Kerg 


q 


Cokerp 


单 形 o* 的 闭 包 复 形 

单 形 o* 的 边缘 复 形 

复 形 K 的 基础 空间 或 多 面体 
拓扑 空间 的 单纯 剖 分 或 三 角 前 分 
n 维 实 射影 空间 

n 维 复 射影 空间 

q 维 有 向 单 形 

assais sa, 为 顶点 的 g 维 有 向 单 形 
o 的 第 i 个 面 

关联 系数 

边缘 算 子 或 边缘 同 态 
ARAE o 的 边缘 

集 X 的 边界 

复 形 K 的 9 维 闭 链 群 

复 形 K 的 g 维 边缘 链 群 

复 形 K 的 9 维 单纯 同调 群 
BJEK, Ko) H) q 维 相 对 单纯 同调 群 
链 z, 的 同调 类 

复 形 K 的 Euler-Poincare 示 性 数 
£ JE K 的 g 维 Betti 数 

同 态 p 的 核 

AS ç 的 余 核 

B Wl 

直 积 或 笛 卡 儿 积 

2 维 环 面 

RX 的 内 部 

拓扑 空间 X, 与 X, 的 连通 和 
曲面 X 的 亏 格 

同 伦 , 同 伦 等 价 


Le] 
Cx 

ACX sxo) 
m (X ,zo) 


m (X) 


ob 
More(X,Y) 
v: 

LX,Y] 
(C,,9,) 
Z,(C) 

B, (C) 
H,(O) 
(S,(X),Ə2,) 
Z, (X) 

B, (X) 
H,(X) 
{S, CX) ,0,} 
HW. X) 

fs 


相对 同 伦 
定 端 同 伦 
道路 a 与 8 的 积 
道路 a 的 逆 道 路 
道路 a 所 在 的 道路 类 
基点 在 x。 的 常 道路 ,或 取 值 为 x。 的 常 值 映 射 
X 中 以 ze 为 基点 的 闭路 之 集 
X 的 以 ze 为 基点 的 基本 群 
X 的 基本 群 
映射 /诱导 的 基本 群 或 同调 群 同 态 
映射 了 的 提升 
空间 X, 5 X, 的 单 点 并 
范畴 
范畴 CHRE 
ARZ X 到 Y 的 射 集 
线性 空间 V” 的 对 偶 空间 
J, XAYR? E 
链 复 形 
链 复 形 C 的 闭 链 群 
链 复 形 C 的 边缘 链 群 
链 复 形 C 的 同调 群 
空间 X 的 奇异 链 复 形 
空间 X 的 奇异 闭 链 群 
空间 X 的 边缘 链 群 
空间 X 的 同调 群 
空间 X 的 增 广 奇 异 链 复 形 
空间 X 的 简约 奇异 同调 群 
映射 /诱导 的 链 映 射 
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Cra] 群 的 换 位 子 群 


9， 联结 同 态 

deg( f) 映射 了 的 Brouwer 度 

1 不 交 并 

XU,Y X 与 了 通过 映射 /的 粘贴 空间 

CX = jj X 的 锥 形 

X/A 把 子 空间 A 捏 成 一 点 而 得 的 粘贴 空间 
D" U ,X 贴 胞 腔 D" + X 

Cf 映射 了 的 映射 锥 

>x 空间 X 的 双 角 锥 

@ 张 量 积 

H,(X;G) 空间 X 的 以 G 为 系数 群 的 同调 群 
H,(X,A) 空间 对 (X,A) 的 相对 同调 群 

XY 从 Y 到 X 的 所 有 映射 之 集 
Hom(A,G) 从 群 A 到 G 的 所 有 同 态 之 集 

0* 同 态 0 诱导 的 对 偶 同 态 

C (K;G) 复 形 K 的 以 G 为 系数 群 的 上 链 群 
Z'(K;G) 复 形 K 的 以 G 为 系数 群 的 上 闭 链 群 
B’(K;G) 复 形 K 的 以 G 为 系数 群 的 上 边缘 链 群 
五 "(K;G) 复 形 K 的 以 G 为 系数 群 的 上 同调 群 
Hi'(K,K。;G) 复 形 对 (K,Ko) 的 以 G 为 系数 群 的 上 同调 群 
f” 了 诱导 的 上 链 映 射 

f” 了 诱导 的 上 同调 同 态 

H'(X,A;G) 空间 对 (X,A) 的 相对 奇异 上 同调 群 
Ha (X;G) 空间 X 的 奇异 上 同调 群 


Ha( X ;G) 空间 X 的 简约 奇异 上 同调 群 
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主要 名 词 索 引 


(以 拼音 为 序 ) 

B 单纯 上 闭 链 187 
闭 包 2 单纯 上 闭 链 群 ”187 
WERE 22 单纯 复 形 22 
闭 集 2 单纯 剖 分 23 
闭 链 38 单纯 上 边缘 链 187 
闭 链 群 38 单纯 上 边缘 链 群 187 


闭路 同 伦 ( 闭 路 等 价 ) 97 
闭 曲 面 60 
闭 伪 流 形 52 
闭 映 射 4 
边界 60 
边界 点 60 
边缘 36 
边缘 复 形 ”22 
边缘 链 38 
边缘 链 群 ”38 
边缘 数 78 
边缘 算 子 (边缘 同 态 ) 36 
标准 单 形 19 
D 
带 边 流 形 60 
带 边 曲 面 60 
带 边 伪 流 形 52 
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单纯 上 同调 类 187 
单纯 上 同调 群 187 
单纯 同 构 28 

单纯 同调 群 38 

单纯 相对 上 链 群 193 
单纯 相对 上 同调 群 193 
单纯 映射 28 

单 形 16 

单 形 的 面 18 
单 形 的 真 面 18 
单 连 通 空间 104 

道路 89 

道路 的 积 91 
道路 类 的 积 92 
道路 类 的 逆 93 
道路 同 伦 ( 道 路 等 价 ) 90 
等 价 覆 盖 映 射 、”127 


典型 邻 域 ( 可 允许 邻 域 ) 109 
短 正 合 序列 154 
F 
RRF 139 
范畴 138 
盖 空 间 109 
覆盖 映射 109 
复 射影 空间 174 
符号 表示 式 ( 标 准 形式 ) 66 
G 
骨架 22 
关联 系数 34 
规则 相处 20 
H 
环 面 12 
J 
基本 群 98 
基本 组 35 
基础 空间 (多 面体 ) 22 
几何 独立 16 
积 空 间 13 
积 投影 14 
简约 奇异 上 同调 群 197 
简约 同调 群 145 
K 
开 集 1 
FRA 4 
可 定向 的 伪 流 形 52 
可 前 空间 23 


可 压缩 空间 87 
=É 77 
L 
离散 拓扑 2 
£ 35 
链 等 价 141 
链 复 形 140 
链 复 形 的 闭 链 群 141 
链 复 形 的 边缘 链 群 141 
链 复 形 的 短 正 合 列 155 
链 复 形 的 上 链 群 ”194 
链 复 形 的 上 同调 群 194 
链 复 形 的 同调 群 141 
链 群 35 
链 同 伦 141 
链 映射 ”141 
联结 同 态 156 
连通 复 形 42 
连通 和 (连接 和 ) 61 
连续 映射 3 
RES 162 
邻 域 3 
零 伦 81 
流 形 60 
伦 型 不 变性 ”104 
伦 移 81 
N 
挠 系数 40 
挠 子 群 ”40 
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内 部 60 
内 点 60 
道道 路 ”92 
逆向 面 ( 有 向 单 形 的 ) 34 
P 
平庸 拓扑 1 
Q 
奇异 闭 链 144 
奇异 闭 链 群 144 
奇异 边缘 链 144 
奇异 边缘 链 群 144 
奇异 单 形 142 
奇异 链 143 
奇异 链 复 形 ”144 
奇异 链 复 形 的 边缘 算 子 143 
奇异 上 同调 群 197 
奇异 同调 类 145 
奇异 同调 群 145 
强 形变 收缩 核 106 
强 形变 收缩 映射 ”106 
切除 定理 180 
曲面 60 
S 
商 拓扑 10 
上 链 复 形 194 
上 链 同 伦 195 
上 链 上 映射 ”195 
上 同调 群 的 万 有 系数 定理 
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射影 平面 25 

实 射影 空间 10 

收缩 核 105 

收缩 映射 ”105 

双 角 锥 ”171 

顺 向 面 ( 有 向 单 形 的 ) 34 
工 

特征 上 映射 169 

提升 111 

贴 胞 腔 于 空间 170 

同 态 群 182 

同调 类 38 

同调 群 的 万 有 系数 定理 179 

同 伦 81 


同 伦 等 价 86 
同 伦 型 ”86 
EE 5 
同 胚 映射 、5 
拓扑 1 
拓扑 积 13 
拓扑 空间 1 
拓扑 群 ”102 
拓扑 同化 11 
w 
伪 流 形 52 
X 


相对 奇异 上 同调 群 197 
相对 奇异 同调 群 179 
相对 同 伦 84 


HERF 139 
形变 收缩 核 105 
形变 收缩 映射 ”105 
Y 
以 G 为 系数 群 的 简约 同调 群 
178 
以 G 为 系数 群 的 同调 群 178 
映射 柱 170 
映射 锥 ”170 
有 限 余 拓扑 2 
有 向 单 形 ”33 
诱导 拓扑 6 
Z 
增 广 奇 异 链 复 形 145 
粘 接 引 理 82 
粘贴 空间 169 
粘贴 映射 169 
张 量 积 177 
重心 坐标 16 
锥 形 170 


子 范畴 138 
子 复 形 22 
子 空间 6 
自由 分 解 179 


Betti 群 40 

Betti 数 40 

不 动 点 定理 164 
Brouwer 度 164 

Brouwer 区 域 不 变性 定理 
169 

Euler-Poincare 公式 41 
Euler-Poincare 示 性 数 41 
Hom MF 183 
Jordan-Brouwer 分 割 定理 
168 

Klein 瓶 ”12 
Mayer-Vietoris 序列 157 
Mobius 带 11 


Brouwer 
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[General Infornati on] 


SS] =11540360 
DI = 


0.1 


0.2 


0.3 


0.4 


0.5 


1.1 


1.2 


1.3 


1.4 


2.1 
2.2 


2.3 


2.4 


Betti 


- Eul er 


2.5 
2.6 


3.1 


3.2 


3.3 


3.4 


4.1 


4.2 


4.3 


4.4 


Ddl 


5.2 


5.3 


5.4 


5.5 


Sn 


6.0 


6.1 


6.2 


6.3 


6.4 


6.5 


6.6 


Mayer- Vi etori s 


Tol 


7.2 


7.3 


7.4 


